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We study ED TOL-systems with terminal alphabet in which all words derivated 
from the axiom countain a bounded number of occurrences of non-terminals. 
We define, also, unary operators associated with these systems. 
INTRODUCTION 
Les syst~mes de Lindenmayer, introduits en 1968, pour rendre compte du 
d6veloppement cellulaire de certaines esp6ces vivantes, ont comme principale 
caract6ristique le fait qu'5 chaque 6tape de la d6rivation, toutes les occurrences 
des lettres du mot se d6rivent simultan6ment. Les ETOL-langages ont 6t6 
d6finis, soit comme intersection d'un TOL-langage avec T* off Test un alphabet 
(cf. Herman et Rozenberg, 1975), soit comme langage ngendr6 par une gram- 
maire simultan6e (Latteux, 1974) (TOL-systbme off les lettres terminales 
demeurent inchang6es tout au long de la d6rivation). Cette deuxi~me d6finition 
conduit naturellement ~ s'int6resser aux TOL-syst~mes avec alphabet terminal, 
pour lesquels il existe un entier k tel que tout mot d6riv6 de l'axiome contient 
au maximum k occurrences de non-terminaux ainsi qu'~ la famille de langages 
correspondante que nous noterons LULT  (2k). On montre ators, en particulier, 
que le syst~me peut fitre pris d6terministe et que les langages obtenus ont des 
PSL-langages (Rozenberg et Vermeir, 1978) (leur image par la fonction de 
Parikh est un ensemble semilinfiaire). 
C'est la hi6rarchie LULT  (2k) que nous 6tudions en d6tail dans ce papier. 
Pour d6finir un rang le plus "repr6sentatif" possible, nous sommes amen6s 
d6finir les k-EDTOL-syst~mes ultralin6aires libres. Nous pouvons, alors, 
calculer pour diverses op6rations ur les langages, le rang du langage obtenu 
partir du rang des langages de d@art. Ceci nous permet, en particulier, de 
retrouver imm6diatement un bon nombre de r6sultats classiques concernant les 
langages alg6briques ultralin6aires et quasi-rationnels (Boasson, Crestin et 
Nivat, 1973). Nous obtenons des r6sultats imilaires pour les k-EDTOL-syst~mes 
lin6aires qui sont des cas particuliers de k-EDTOL-syst~me ultralin6aire. La 
famille de langages correspondante, 6gale au plus petit c6ne rationnel clos par 
replication, a d~jh fit6 6tudi6e dans Ginsburg et Spanier (1971) et dans Greibach 
(1972). 
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Enfin, ~ ces familles de langages, nous faisons correspondre des families 
d'op6rateurs unaires li6s 5 la substitution et nous obtenons des propri4t6s 
g6n4rales qui concernent l'applicati0n de ces op6rateurs ~ n'importe quel c6ne 
rationnel clos par union. 
Plan ddtaill~ 
Dans la premi&re section, nous dffinissons les h-EDTOL-syst~mes ultra- 
Iin6aires sous forme normale (u.s.f.n.) que nous utiliserons tout au long de ce 
papier. Nous montrons que tout k-EDTOL-syst6me ultralin6aire st 6quivalent 
5 un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n. Nous en d6duisons, en premier lieu, que la 
famille LULT  = 0~>1 LULT  (2h) est 6gale ~t la famille des "Absolutely Parallel 
Languages" d6finie par Rajlich (1972). En utilisant le fait que tout c6ne rationnel 
clos par duplication est clos par intercalation finie (proposition I. 3), nous montrons 
que LULT  est un c6ne rationnel clos par substitution et intercalation finie. 
Enfin les r6sultats de Latteux (1976) permettent de donner une caract6risation 
simple des langages born6s appartenant 5 LULT :  tout langage born~ de LULT  
est l'image homomorphe de l'intersection de deux langages alg6briques born6s. 
Dans la deuxi~me section, nous introduisons les k-EDTOL-syst~mes ultra- 
lin6aires libres (5 droite) qui sont des h-EDTOL-syst~mes ultralin6aires tels 
que tout mot se d6rivant de l'axiome et contenant au moins un non-terminal 
commence ou se termine (se termine) par un non-terminal et nous montrons 
l'6quivalence de ces deux syst~mes. La famille de langages correspondante, 
not6e LULT  (2h-  1), est une FAL ou famille agr&able de langages (c6ne 
rationnel clos par union, produit et pour l'op6ration ~toile) non translatable. 
La section trois comporte la d6monstration de la principalit6 des c6nes 
rationnels LULT(k). 
Dans la quatri6me section, nous &udions le rang d'un LULT-langage L 
qui est 6gal ~ k si L appartient 5 LULT(k) ILULT(k  -- 1) et nous montrons, 
qu'5 condition d'avoir des alphabets disjoints, on peut calculer, par exemple, 
le rang de L[c] = {xc~/x eL, n = l(x)} (l(x) d6signe la longueur du mot x), du 
produit L1L 2 et de (LcL)= {a~xcyb~/n >~0, x, y~L}. On en d6duit, en 
particulier, que pour tout h E N+, il existe un langage alg6brique ultralin6aire 
qui est un LULT-langage de rang k. L'introduction de ta notion de langage sans 
insertion qui est un CIL-langage particulier (cf. Latteux, 1977 a) v&ifiant: 
pour tout langage sans insertionL et tout c6ne rationnel ~o clos par union, L q~ 
implique L q~ ~(~(~o), la plus petite FAL close par substitution et contenant ~,  
permet de montrer que pour tout LULT-langage L, ~(L )  est inclus strictement 
dans LULT  et ~'(L), le plus petit c6ne rationnel contenant L n'est pas clos par 
substitution, ce qui implique que LULT  ne contient aucun g6n~rateur des 
alg6briques. 
La section cinq est r6serv~e au calcul du rang de la substitution marqu6e d'un 
LULT-langage L 1 dans un LULT-langage L 2 , ces deux langages 6tant d6finis 
sur des alphabets disjoints. 
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Dans la section six, nous &udions les k-EDTOL-syst~mes lin6aires qui sont 
des k-EDTOL-syst~mes ultralin6aires v6rifiant: tout mot se dfrivant ~t partir 
d'une lettre non-terminale contient au plus une occurrence d'un non-terminal. 
La plupart des r6sultats des sections Ie t  I I  restent valables pour les EDTOL-  
syst6mes lin6aires (forme normale, syst~me libre). Nous obtenons pour la famille 
de langages correspondante, not6e L IL ,  des r6sultats analogues ~t ceux de la 
section IV. Ceci nous permet, en remarquant que L IL  n'est autre que le plus 
petit c6ne rationnel clos par replication, de retrouver immfdiatement des 
propri6t6s obtenues dans Ginsburg et Spanier (1971) et dans Greibach (1972). 
Dans la septi~me section, suivant l'id6e de Nivat (1975) nous associons ~ la 
famille LULT(k) ,  l 'op6rateur de substitution dans LULT(k)  qui est not6 
LULT(k )  et nous 6tudions, pour tout c6ne rationnel clos par union &°,les 
rapports entre ~cFLULT(k) et SFLULT(k + 1). Nous montrons, par exemple, 
que si ~°LULT(2k)  contient le produit de deux langages d6finis sur des alphabets 
disjoints, l 'un des deux appartient ~t ~¢LULT(2k -- 1). En particulier si k = 1, 
comme LULT(2)~ Lin, la famille des langages alg6briques linfaires et 
LULT(1)  = Rat, la famille des langages rationnels, on retrouve une propri6t6e 
d6montr6e par Jacob (1975). Nous montrons, aussi, que pour tout langage 
L _C T* avec T ~ {al ..... ak+l} = ~,  (L)k = {al~xa2 n "'" a~+l/n >~ O, x ~L} 
oWLULT(k) implique (L)~ ~ ~.  Ainsi, en prenant k = 1, on pr6cise un r6sultat 
de Boasson, Crestin et Nivat (1973). Nous pouvons, alors, en d6duire que les 
op6rateurs LULT(k)  forment une hifrarchie d'opfrateurs tr~s stricte en ce sens 
que pour tout c6ne rationnel clos par union ~o :/= ~C, fLULT ,  il existe un entier 
k o tel que ~¢ = ~aLULT(k0) et pourk  >/ko,  &aLULT(k) C ~LULT(k  @ 1). 
Darts la derni~re section, c'est aux EDTOL-syst~mes linfaires que nous 
associons les op6rateurs de k-crochet qui consistent 5 faire, dans l'ensemble de 
tousles roots dfrivfs 5 partir de l'axiome d'un EDTOL-syst~me lin6aire, une 
substitution qui laisse inchang6es les lettres terminales. Comme dans la section 
pr6cfdente, nous 6mdions l'application de ces op6rateurs ~ des c6nes rationnels 
clos par union et nous montrons que les op6rateurs de k-crochet forment aussi 
une hi6rarchie tr~s stricte d'op6rateurs unaires. 
I1 faut remarquer, enfin, que certains des rfsultats d6montr6s dans cet article 
ont 6t6 obtenus simultanfment par Greibach (1978) et que ce travail a 6t6 
poursuivi dans Latteux (1977c). 
I. FORME NORMALE 
Nous prendrons, dans ce papier, un formalisme nouveau pour parler des 
EDTOL-syst~mes, afin de pouvoir 6crire plus facilement certaines d6monstra- 
tions. 
DI~FINITION. Un EDTOL-syst~me st un 5-uplet G = (N, T, R, ~, o9) off: 
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- -  N et T sont respectivement l 'alphabet non-terminal et l 'alphabet terminal 
avec N n T = ;~. On posera V = Nv)  T. 
- -  Rest  l 'alphabet des r4gles. 
- -  co, l 'axiome N +. 
- -  4) est une application de R dans l 'ensemble des homomorphismes de V* 
dans V* dont la restriction a T est l ' identit& Comme cet ensemble est un 
monoide, on peut 6tendre 4) 5 R* par homomorphisme. Pour tout e¢ c R* et 
tout x e V*, on notera x 4)(~) l ' image du mot x par 4)(@ L'application 4)v6rifie 
alors: 
i) w ~ v*, w~,  ~ ~ R*, x¢(~)  = (x¢(~)) 4)(~), 
ii) gx, y e V*, ga e R*, (xy) 4)(a) = x¢(c 0 y4)(c~), 
iii) Yw ~ T*, Vet ~ R*, w4)(~) = w. 
L'ensemble de tousles mots "d6rivable dans G" 5 partir de l'axiome, c'est-fi- 
dire l 'ensemble {co4)(a)/~ e R*} sera not6 S(G) et le langage engendr6 par le 
syst~me G, L(G) est 6gal ~t S(G) n T*. 
Comme pour les grammaires, on peut d6finir les EDTOL-syst~mes r~duits 
(cf. Latteux, 1974). 
D~FIX~T~O~. Un EDTOL-syst~me G = (N, T, R, 4), co) est r6duit si VB ~ N, 
3x, y ~ V* tels que xBy c S(G) et L(G) ,a ~ implique gz e S(G), 3c~ ~ R* 
tel que z6(~) e T*. 
DI~FINITION. Un EDTOL-syst~me G = (N, T, R, 4), co) est un k-EDTOL- 
syst&me uhralin6aire si pour tout z ~ S(G), le nombre d'occurrences de non- 
terminaux dans z, not6 lN(Z) est inffrieur ou 6gal ~ k. 
Remarque. Par la suite, quand nous aurons ~ construire explicitement un 
h-EDTOL-syst6me ultralinfaire G = (N, T, R, 4), co), VX ~ N, Vd~ R, nous 
supposerons X4)(d) = X, si X4)(d) n'a pas encore 6t6 d6fini autrement. 
Nous allons, maintenant, ddfinir pour les k-EDTOL-syst&mes ultralin6aires 
une forme normale tr&s restrictive, mais qui permet de mieux comprendre la 
structure de ces syst~mes et que nous utiliserons tout au long de ce papier. 
DkFLNITION. Un k-EDTOL-syst&me ultralin6aire G = (N, T, R, ¢, co) est 
sous forme normale et nous dirons que G est k-EDTOL-syst&me u.s.f.n, si: 
1. Ii existe un alphabet M tel que N = M × {1,..., k}. Pour tout B ~ M, 
/~ d6signera (B, 1) "- (B, k). 
2. Pour tout de  R, il existe un et un seul B ~M, not6 ntg(d) tel que 
4)(d) soit l 'homomorphisme identique sur (M\B) × {1 ..... k}. De plus si 
B4)( d) ~ T*, il existe C e M, not6 ntd( d) tel que B4)( d) = xl( C, 1) "" xk( C, k) x>: 1 
avec x I - xk+ 1 @ T*. 
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3. I1 existe A ~ Mte l  que ~o = A. 
4. Soit d ~ R avec B = ntg(d).  L 'une  des trois propri6t6s suivantes est 
v~rifi~e: 
a) Pour tout i~  {1,..., k}, (B, i) 6(d) = 1 (1 dgsigne le mot vide). On 
dira que d est une rkgle terminale. 
b) Pour tout i ~ {1,..., k}, (B, i) ~(d)  ~ T*NT* ,  On dira que d est une 
r~gle lin~aire. 
c) La r&gle d n'est pas lin6aire et il existe C ~ M tel que/~q~(d) = C. 
On dira que d est une rbgle de transit ion. 
I1 est, alors, clair que y ~ S(G) \T*  se factorise en x~(B, 1) "- x~(B, k) x~+~ 
avec x~ ' "  x~+~ T*. Nous noterons alors B = nt (y ) .  
PROPOSITION 1.1. Pour  tout k -EDTOL-sys t~me ultral ingaire avec k ~ N÷,  on 
peut  construire un k -EDTOL-sys t~me rdduit  u.s.f.n, qui engendre le mgme langage. 
Ddmonstrat ion.  Soient G = (N, T, R, q~, w) un  k-EDTOL-syst~me ultra- 
l infaire tel que L(G)  :/= ~ et h l 'homomorphisme d6fini sur V = N t3 T par 
h(X)  = X si X~N,  1 sinon. Construisons d'abord un k-EDTOL-syst~me 
ultralin6aire 6quivalent et v6rifiant les propri6t6s 1, 2 et 3 de la forme normale. 
L 'ensemble M'= h(S(G) \T* )  est fini e t  effectivement construct ib le .Posons 
N '  ~- M '  × {1 ..... k}, w' = (w, 1) ' "  (w, k) et R'  = M'  × R. Prenons d'  = 
( y ,  d)  s R '  off y = B 1 "" B t  avec B i ~ N ,  Vi  ~ {1,..., t}. L 'homomorphisme 
4,'(d') est d6fini sur V'  = N '  u T de la mani~re suivante: 
Pour i s {1,..., t}, posons ul = B i6 (d) ,  z = h(u 1 "" ut) et dist inguons deux cas: 
a) si z = 1, alors posons (y, i) 4 / (d ' )  = ui si 1 ~< i ~< t, 1 s i t  < i ~< k. 
b) Si z =/= 1, alors posons, V/E {i,..., t}, 
li = l(h(ul "'" ui-1)) off l(x) d6signe la longueur du mot x. Pour tout i ~ {1, .... t}, 
u i peut s'6crire Xi,oDi, 1 "" x i . ,_ lDi ,sx i ,8 avec Di, 1 "" Di,  s ~ N + et xi. o ... xi. s ~ T*  
et on pose u~ = Xi,o(Z, 1 @ li) "'" xi .8_l(z,  s + li) xi. ~ et (y, i) ~'(d')  = u~ si 
1 <~i<t ,u ' t ( z  , 1 + l (z ) ) . . . ( z ,k )s i i=t ,  1 sit < i~<k.  
I1 est clair que le syst&me G' = (N ' ,  T, R ' ,  d?', o / )  v6rifie les trois premieres 
propri6t6s de la forme normale. It reste ~ montrer que L(G ' )  = L (G) .  Ceci se 
d6duit imm6diatement des deux propri6t6s uivantes qui se d6montrent ais6ment 
par r6currence: 
(*) S'i l  existe ~ ~ R* tel que ¢o~(~) = xoD 1 "" x~lDsx  ~ avec D 1 -" D~ 
N + et x o "" xsE  T* ,  alors il existe c J~R '*  tel que ~o'6 ' (c ( )~ Xo(Z , 1 ) " "  
xs_ l (z ,  s) x;(z, s @ 1) "'" (z, k) x~. avec z = D 1 "" D s et x; "" x' k = x s . 
(**) S'i l  existe a' ~ R'*  tel que co'9'(~' ) = z' 6 T*, alors il existe z = 
D 1 "" D t avec D 1 ..... Dt  ~ N,  x o ..... x k ~ T*  et o~ ~ R* tels que z'  = Xo(Z, 1) "'" 
(z, k) x k et w¢(a) = xoD 1 ... Xt_ lDtX t ... x,~. 
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Supposons, maintenant, que G v6rifie les propri6t6s 1, 2 et 3 de ta forme 
normale avec N=M × {1 .... ,k}. Prenons R 1 =(deR/B4(d  )ET*  avec 
B = ntg(d)}, R 2 = R\R1, R' 2 = {d'/d e Re} et R;  = {d"/d e R2} de telle fagon 
que R, R' e , R'~ soient disjoints deux ~ deux. Soientf et F deux nouveaux symboles, 
t ;t i posons R' = Rk JR  ek jR  ek) ( f} ,  M '  = Mk){F}uM × R eUM × R e et 
N '  = M'  × {1,..., k}. D6finissons l'application 4' de la mani~re suivante: 
Soit deR1 avec B=ntg(d)  et Vi~{1 .... ,k}, (B, i)  4(d) =u leT* .  Alors 
(B, 1) 4'(d) = (F, 1)u~ et Vi e{2,..., h), (B, i) 4'(d) = u~(f, i). 
Soit d~ R e avec B ~- ntg(d) et Vie{I,..., k}, (B, i) 4(d) = u i = u;u~ avec 
u~T* ,  u [e{1}wNV* ,  alors, V/e{1 .... ,k}, (B,i)  4'(d) = u~((B, d), i), 
((B, d), i) ¢'(d') = ((D, d'), lg -}- 1) "-" ((D, d'), li+l) avec D = ntd(d) et l, = 
l(h(ul "'" ui-1)) et ((D, d'), i) 4'(d" ) = (D, i) vi off v ie  T* est dfifini par: 
t t ~je{1 .... ,k}telqueu~- =z~(D, i )  viz j avecz je (1}k3NV* .  
Pour tout i ~ {1 ..... k}, nous poserons (F, i) 4 ' ( f )  = 1. 
Par construction, le k-EDTOL-systbme ultralin6aire G' = (N', T, R', 4', w) 
est sous forme normale et il est clair que L(G') = L(G). Pour le r6duire, il suffit 
de consid6rer M"= {Be M'/3~[, dz~R'*  tels que w4' (a~)= ul(B , 1)u 2 et 
¢o4'(a'x~'e) e T*}, N" = M" × {1,..., k}, V" = N" ~d T, R" = {d' ~ R'/ntg(d') e 
M" et d' est une r~gle terminale de G'} u {d" r6gle non terminale de G'/ntg(d') 
et ntd(d')~ M"} et de d6finir 4" sur R", en prenant, ~'d" ~ R", pour 4"(d") la 
restriction 5 V"* de l 'homomorphisme 4'(d"). I1 est, alors, facile de v6rifier que 
G" = (N", T, R", 4", w) est un k-EDTOL-syst+me u.s.f.n, r6duit 6quivalent 
I1 est clair que tout k-EDTOL-syst~me u.s.f.n, peut ~tre consid6r~e comme 
une grammaire "absolutely parallel". R6ciproquement, pour toute grammaire 
"absolutely parallel" sous forme index6e (cf. Rajlich, 1972), on peut ef[ectivement 
construire un k-EDTOL-syst6me ultralinfiaire 6quivalent, donc: 
PROPOSITION 1.2. La )Camille des langages engendrds par des k-EDTOL- 
syst~mes ultralinLaires, notde LULT  est @ale gl la )Camille des "absolutely parallel 
languages". 
Cette famille est un c6ne rationnel clos par substitution (Rajlich, 1972, 
Rozenberg et Vermeir, 1978). Montrons qu'e!le est, aussi, close par inter- 
calation finie, une opfration d6finie dans Greibach (1972). Soient L 1 , L 2 deux 
langages inclus dans T*, notons: 
Dup(L 1 , Le) = {xyxy/x eL I ,  y eLe}, 
I~(L1, L2) = {xlYl "'" ykxk+l/Xi, Yl e T*, x 1 "'" xk+l ~L1, Yl "'" Yl~ eLe}. 
D~IMTION. Un c6ne rationnel ~ est clos par duplication (k-intercalation) 
si VL1, L 2 ~,  Dup(L 1 , L2)~ ~( Ik (L  1 , Le) ~ ~) .  Si Vk E N+, ~ est ctos par 
k-intercalation ous dirons que ~ est clos par intercalation finie. 
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PROPOSITION 1.3. Tout cdne rationnel clos par duplication est clos par inter- 
calation finie. 
Ddmonstration. Soient ~ un c6ne rationnel clos par duplication, L~, L 2 
inelus dans T*, deux langages de 5q et q .... , ck+l, dt .... , d~ des nouveaux 
symboles. Les langages L'  1 : {xlq  "'" xk+l%+l/xi E T*, Vi ~ {1,..., k @ 1} et 
x 1 "" xk+ 1 ~L1} et L '  2 = {yzdt ... Ykd~/yi ~ T*, Vie{l,..., k} et Yl "'" Y~ ~L~} 
appartiennent h ~.  Comme ~ est clos par duplication, L' = {(x'y')k+l/x ' ~L'~, 
y'  ~ L'2} ~ ~-q~. I1 est, alors, facile de trouver une transduction rationnelle ~- telle 
que I~(La , r~) = r(Z') + .£~. | 
Pour tout langage L appartenant ~ la famille LULT ,  L' = {xx/x ~ L} ~ LULT  
(il suffit de remplacer, dans le syst~me qui engendre L, l'axiome ~o par o~eo). 
Comme LULT  est clos par produit, nous en d6duisons que LULT  est clos 
par duplication et la proposition pr6c~dente implique: 
COROLLAIRE 1.4. LULT  est un c6ne rationnel dos par substitution et intercala- 
tion finie. 
Soient un alphabet T = {a 1 ,..., ak}, N+ l'ensemble des entiers positifs et 
N = N+ u {0). La fonction de Parikh sur T, not6e Crest  l 'homomorphisme 
canonique de T* darts Nk isomorphe au monoide commutatif libre engendr6 
par T. Un ensemble S C N ~ est lindaire s'il existe x0, xx .... , xn ~ Nk tels que 
S = (x o + ~j=l  Ajxj/Aj ~ N}. Un ensemble semilindaire est une union finie 
d'ensembles lin6aires inlus dans Nk. Pour tout ensemble lin6aire S C N ~, il 
est facile de construire un k-EDTOL-syst+me ultralin6aire qui engendre le 
le langage L = {w ~ a* t ... a*k/¢T(W) ~ S}, done pour tout semilin6aire S' _C N~, 
L '=  ¢T1(S ') n aa* "'" ak* appartient 5 LULT .  En utilisant le fait que tout 
langage L ~ LULT  ~ pour image par la fonction de Parikh un semilin6aire 
(Rozenberg et Vermeir, 1978) ainsi que les r6sultats de Latteux (1976), nous 
obtenons alors: 
PROPOSITION 1.5. Soit L un langage borng (L C_ w* ... w* t ot, w 1 ..... wt sont 
des roots quelconques). Les trois proprigtds suivantes ont dquivalentes: 
i) L ~ LULT ,  
ii) Lest  une intersection finie de langages alggbriques bornds, 
iii) Lest  l'image homomorphe de l'intersection de deux langages alg~briques 
borngs. 
I I . EDTOL-SYSTEMES ULTRALINEAIRES LIBRES 
Pour tout k e N+, nous noterons LULT(2k), la famille des langages engendrds 
par des k-EDTOL-syst~mes ultralin6aires. Tout 1-EDTOL-syst~me ultralin6aire 
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peut 6tre consid6r6 comme une grammaire linfaire, donc LULT(2) est 6gal 
Lin, la famille des langages alg6briques lin6aires. Or, pour tout L ~ Lin, 
L _C T* avec c ¢ T, le langage L c L ~ Lin si et seulement si L e Rat, la famille 
des langages rationnels. De la m~me fagon, si nous prenons L E LULT(2k), 
L C T* avec c ¢ T, dans certains cas, L cL  appartient ~ LULT(2k) et dans 
d'autres L cL  ~ LULT(2k  @ 2) \LULT(2k)  (cf. section IV). Pour clarifier ce 
fait, introduisons la notion de EDTOL-syst+me ultralin6aire libre dans lequel, 
grosso modo, un non terminal reste "libre" pour une utilisation ult&ieure. 
DI~FINITION. Un h-EDTOL-syst~me ultralinfaire G = (N, T, R, ¢, ~o) est 
fibre (resp. libre ~ droite, libre a gauche, libre ~ droite et il gauche) si S(G)\ T* est 
inclus dans NV*  L) V*N (resp. V'N ,  NV* ,  NV*N)  off Vest  6gal 5 N u T. 
Pour tout entier positif k, LULT(2k  --  1) d6signera la famille des langages 
engendr6s par des k-EDTOL-syst&mes ultralin6aires libres. II est clair, par 
exemplc, que LULT(1)  = Rat. Comparons, maintenant, la puissance g6n~rative 
des divers types de libert6. 
LEMME II.1. Pour tout k-EDTOL-systSme ultralindaire fibre gz droite (gauche), 
il existe un k-EDTOL-systkme u.s.f.n, libre & gaucke (droite) gquivalent. 
Dgmonstration. Soit G = (N, T, R, ¢, w) un k-EDTOL-syst&me ultralin6aire 
libre ?i droite. Comme les diff6rentes constructions de la proposition 1.1 ne 
modifient en rien la libert6 du syst~me, nous pouvons upposer que G est sous 
forme normale, r~duit avec N = M X {1 .... , k}. Posons M '  = MU{A'} ,  
R'  = R U {f} off A'  et f sont des nouveaux symboles, N '  = M'  x (1 ..... k}, 
~o' = (A', 1) "" (A', k) et V' = N '  u T. D6finissons l'application ¢~ sur R' 
de la mani+re suivante: 
Soit de  R, une r&gle lin6aire de G avec B = ntg(d), C ~ ntd(d) et Vi 
{1,..., h}, (B, i) ¢(d) = ui(C, i) vl .  Comme G est r~duit et libre ?~ droite, il est 
clair que v~ = 1 et nous poserons, Vi ~ {1 .... , k}, (C, i) ¢~(d) = v~_i(B, i) ul 
avec Vo = 1. 
$oit d e R, une r~gle de transition de G, avec B = ntg(d) et C = ntd(d). 
I1 existe des entiers positifs /1 < i~ < -.. < i~ et 1 = ja < J2 < "'" < j~+~ = 
k + 1 tels que V~ e {1,..., t}, (B, i~) ¢(d) = (C, j~) ..- (C, J~+i --  1) et Vq 
{1,..., k}\{i~ ..... it}, (B, q)¢(d)= 1. Nous poserons, alors, (C, q )¢~(d)= 1, 
Vqe(1 .... , k}\{j~ .... ,it} et Vs~{1 .... , t}, (C,j~)¢g(d) -= (B, is_ ~ ~- 1) "'" (B, i~) 
aveci  o=Oet i '= iss i s  <t ,  ks i s=t .  
Soit d'une r&gle terminale de G avec B -~ ntg(d). Alors, Vi ~ {1,..., k}, 
(A', i) Cg(d) = (B, i). 
Enfin, Vie {1 ..... k}, (A, i) Cg(f) = 1. 
Par construction, G' = (N', T, R', ¢~, ~o') est un k-EDTOL-syst+me 
u.s.f.n, libre ~ gauche. Montrons que L(G') = L(G). Pour ce faire, ~tablissons 
d'abord la propri&6: 
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(*) si Xl(C, 1) "'" xk(C, k) = co¢(~) avec c~ ~ R*, C E Met  x 1 "" x~ ~ T*, 
alors gi  e {1,..., h}, (C, i) Cg(~Rf) = x~ (~R d6signe l ' image miroir  de ~). 
Raisonnons par r6currence sur la longueur de ~. 
Si l(~) = 0, Vi ~ {1,..., k}, (C, i) = (A, i) et x i = 1. On a bien (A, i) Cg(f)  = 1. 
Prenons, maintenant,  ~ = ~ld avec ~1 ~ R*, d ~ R et oJ¢(~1) = x'l(B, 1) "'" 
x'~(B, k). Si ntg(d) =/= B, toe(aid ) = co¢(~1) et nous pouvons uti l iser l 'hypoth&se 
de r6currence. Si ntg(d) = B, dist inguons deux cas: 
1. d est une r&gle lin6aire de G telle que ntd(d) = C et V ia{ I , . . . ,  k}, 
p t 
(B, i) ¢(d) = ui(C, i) vl avec vk = 1. Donc oJ¢(~ld ) = xlul(C, 1) vlx~u ~ "'" 
v~_lx£u~(C , k). Pour tout i~{1 .... , k}, nous avons, d'apr&s l 'hypoth&se de 
r6currence, (B, i) Cg(oqRf) = x; et par construction, (C, i) 4,g(d) = v~_~(B, i) u~ 
avec v 0 = 1. Donc, Vi ~ {1 ..... k}, (C, i) ¢~(~Rf) = (C, i) ¢~(a~Rf) = v~4x;u,.  
2. d est une r~gle de transit ion de G avec ntd(d) = C, Soient i 1 ,..., i , ,  
Jt ,..-, j ,+ l ,  les entiers positifs d6finis pour  la construct ion de ¢g(d). Nous avons, 
alors ~o¢(o~a) = x i . . .  x;,(c, j~) ... (c,  j~ - 1) x~,+~ ... x£~(c, is) "'" (c,  js - 1) .-. 
x£(C, j,) ... (C, h) et Vq ~ {1,..., k}\{j 1 ..... jr}, (C, q) ~(d)  = 1 donc 
(C, q) $g(d~f )  = 1. De m6me, Vs~{1 .... ,t}, (C, j~)¢~(d)  =(B , i , _~@ 1)""  
(B, Zs) avec i0 = 0, z~ = i, s is  < t, k si s = t. On obtlent, en utfl~sant 1 hypothese 
de r6currence, Vs ~{1,..., t}, (C, js ) ¢a(d~f )= x;~_~+~ "'" x;. ce qui termine 
la d6monstrat ion de la propri6t6 (*). On d6montrerait  par un raisonnement 
analogue la propri6t6: 
(**) Si (B, 1) y~ "" (B, k) y~ =o/¢ , (~)  avec ~R+,  B~M et y~'"  
y~ ~ T*, ators Vi ~ {1,..., k}, (B, i) ¢(ae) = y , .  
Prenons, maintenant,  x eL(G) .  I1 existe une factorisation de x en x~ "" x~, 
c~ ~ R* et une r6gle terminale d avec ntg(d) = C tels que ~o¢(a) = x~(C, 1) "'" 
x~(C, k). D'apr~s la propri6t6 (*), ((C, 1) "'" (C, k)) ¢~(~ef) = x~ "- x~ = x et 
comme ~o'¢~(d) = (C, 1) "'" (C, k), x = co'¢o(d~f) sL (G ' ) .  R6ciproquement,  
prenons y eL(G') .  I1 existe, alors, y~ ..... y~ ~ T* et c~ ~ R* tels que ~o'¢~(~) =
(A, 1) y~' " (A ,k )  y~ avec y =yx ' "y~ et d'aprbs la propri6t6 (**), y = 
y~ ... ye = co¢(~ ) eL(G) .  | 
Pour tout k -EDTOL-syst~me ultralin6aire G = (N, T, R, ~, w) avec V = 
N t3 T, nous noterons: 
La(G ) = {w ~ T*/~z ~ S(G) ~ V*N et d~ ~ R tels que w = z¢(d~)}, 
L~(G) = {w ~ T*/~z ~ S(G) n NV*  et d~ ~ R tels que w = z¢(d~)}, 
Le~(G) = {w e T*/~z e S(G) c~ NV*N et  d 1 ~ R tels que w = z¢(dt) }. 
LEMME 11.2. Pour tout k-EDTOL-syst~me ultralindaire G = (N, T, R, ¢, w), 
il existe un k-EDTOL-systOme u.s.f.n. G' fibre a droite (gauche) tel que L(G') = 
La(G ) (resp. rg(G)). 
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Dimonstration. On peut supposer, sans nuire 5 la g4n6ratit4 de la d6monstra- 
tion que G est sous forme normale avec V=Nu T, N=M× {1 .... ,k} et 
A = nt(oJ). Nous noterons R 1 , R 2 , Rs,  respectivement, l'ensemble des r~gles 
terminales, lin6aires, de transition du syst~me G. Posons M '  = {1,..., k} × M, 
N '  = M'  × {1,..., k},R'  1 = R 1 X {1,..., k}, R~ ---- {(d,j) ~ R 2 X {1,..., k}/ 
(B, k) ¢(d) e T*N off B = ntg(d)}, R' 3 = {(a, j) E R a × {1 ..... k}/((B, j )  ... 
(B ,k ) )¢ (a )EN + off B----ntg(d)}, R'  =R IvR~wR'  8, o£ =(1 ,  A, 1 ) ' "  
(1, A, k) et consid6rons le k-EDTOL-syst~me u.s.f.n. G' = (N', T, R', ¢', o£) 
off l'application ¢' est d6finie de la mani+re suivante: 
- -  Soit (d, i) 6 R'  1 avec B = ntg(d). Alors, Vj ~ {1 .... , k}, (i, B, j) ¢'(d, i) = 1. 
- -  Soit (d, i) ~ R'~ avec B = ntg(d), C = ntd(d) et Vj ~ {1,..., k}, (B, j)  ¢(d) = 
u~(C, j )  Vj. Alors, Vj ~ {1,..., k}, on pose (i, B, j) ¢'(d, i) = uj(i', C, j )  vj avec 
i '  = sup(i, s) od s est le plus petit t tel que vtu,+ 1 "" v~ = 1. 
! 
- -  Soit (d, i) ~ R a avec B = ntg(d) et C = ntd(d). Posons i' = t(((B, 1) "-" 
(B, i - -1) )  q~(a)) + 1 et et VjE{1,..., k}, (i, B,j)d?'(d, i) = h((B, j )¢(a))  od h 
est l 'homomorphisme d6fini sur {C} × {1 ..... k} par h(C, q )= (i', C, q), 
Vq e {1. . .  k}. 
Par construction, G' est un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n, libre 5 droite. L'6galit6 
L(G') = La(G) se d6duit imm6diatement des deux propri6t6s uivantes qui se 
d6montrent ais6ment par r6currence: 
a) si Xl(C , 1) "'" xk(C, k) ~ S(G), alors x,(i', C, 1) "" x~(i', C, k) ~ S(G') 
avec i' = le plus petit entier positif i tel que xi+~ "'" x~ = 1. 
b) Tout S(a')\T* se factorise en xl(i' , C, 1)""  xk(i', C, k) avec 
x~.+l "';xk = 1. Alors, xz(C, 1) "'" x¢(C, i') "" (C, k )~ X(G). | 
Nous pouvons en d6duire: 
PROPOSITION II.3. Pour tout k-EDTOL-systkme ultralindaire G, il existe un 
k-EDTOL-syst~me u.s.f .n. G' libre h droite (gauche) tel que L( G') = Ld( G ) • Lg( G). 
D~momtration. D'apr~s le lemme pr6c6dent, il existe deux k-EDTOL- 
syst~mes u.s.f.n. G1, libre ~ droite et G 2 libre ~t gauche, tels que L(G1) = La(G ) 
et L(G2)= Ls(G). Et, d'apr~s le lemme II . l ,  il existe un k-EDTOL-syst~me 
u.s.f.n, libre 5 droite G' 2 tel que L(G'2) = L(G2). I1 est ators facile de construire 
un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n, libre ~l droite G' qui engendre L(G1) ~d L(G2) = 
La(G) w Lg(G ). If 
En particulier, si le syst~me G est libre, nous avons L(G) = La(G ) U Lg(G) 
et donc: 
COROLLAIRE I1.4. Pour tout k-EDTOL-systkme ultralingaire fibre G, il existe 
un k-EDTOL-systkme u.s.f.n, libre ~ droite (gauche) qui engendre le m~me langage. 
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Etablissons, maintenant, une relation entre les k-EDTOL-syst~mes ultra- 
lin6aires et les k @ 1-EDTOL-syst~mes ultratin6aires libres 5 gauche t 5 droite, 
qui nous sere d'une grande utilit6 dans les sections uivantes. 
PROPOSITION" II.5: Pour tout k-EDTOL-syst~me ultralindaire, il existe un 
k @ 1-EDTOL-syst~me u.s.f.n, libre ~ droite et ~ gauche ~quivalent. 
Ddmonstration. Soit G ~ (N, T, R ,¢  , co) un k-EDTOL-syst~me ultra- 
lin6aire. D'apr&s la proposition 1.1, on peut supposer que G est sous forme 
normale avec N = M × {1,..., k}, V = N kA T et nt(oJ) = A. Consid6rons le 
k @ 1-EDTOL-syst~me u.s.f.n. G' = (N', T, R, ¢', ~o') d6fini en prenant 
N '  = M × {1 .... , k -k 1}, V' ~ N '  u T, oJ' = co(A, k + 1) et off pour tout 
d~R et tout x~ V', xd?'(d) -= x¢(d) si xe  V, si xe  V'\V. Le syst6me G' est 
libre a droite donc le k + 1-EDTOL-syst6me u.s.f.n, obtenu ~ partir de G' en 
utilisant la construction du lemme II.1 est ~ la fois libre 5 gauche et 6quivalent 
G' donc ~ G. De plus, par construction de G', G" reste encore libre ~ droite. I 
Montrons la r6ciproque de cette proposition. 
LEMME II.6. Pour tout k-EDTOL-systkme ultraliniaire G, avec k ~ 2, il 
existe un k-EDTOL-systkme u.s.f.n., G", libre ~ droite et & gauche tel que L(G") = 
Leo(G). 
D~monstration. Soit G = (N, T, R, ¢, w) un k-EDTOL-syst~me ultra- 
lin6aire que l'on peut supposer sous forme normale. I1 est facile de montrer que 
le k-EDTOL-syst~me u.s.f.n. G', ~quivalent 5 G, construit ~ partir de G dans 
la d6monstration du lemme II.2 v6rifieL0(G' ) = Leo(G ). En utilisant une nouvelle 
lois ce lemme, mais cette lois pour construire un syst~me libre 5 gauche, on 
obtient un k-EDTOL-syst+me u.s.f.n, libre ~ gauche G", tel que L(G") ~- Lo(G' ) 
et qui est aussi libre ~ droite comme G'. I 
PROPOSITION 11.7. Pour tout k-EDTOL-syst~me ultralindaire G, avec k >/2, 
il existe un (k -- 1)-EDTOL-syst~me u.s.f.n. G" tel que L(G") = Lao(G ). 
Ddmonstration. D'apr~s le lemme pr6c6dent, on peut supposer que G = 
(N, T, R, ~, co) est sous forme normale, libre ~ droite et ~ gauche avec N = 
M X {1 .... , k}, V = N u T et nt(o~) = .d. Nous pouvons, aussi, suppose r que 
le syst~me G v6rifie la propri6t6: 
(P) pour toute r~gle de transition d avec ntg(d) ~- B, 
(B, 1) ¢(a) =/= 1 et (B, k) ¢(d) + 1. 
En effet, soient i1 et i, respectivement, le plus petit, le plus grand i tel que 
(B, i) ¢(d) ve 1. Distinguons deux cas: 
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- -  Si i 1 = i,,  comme G est libre ~t gauche et 5 droite, tout z ~ S(G) avec 
nt(z) = Best  6gal ~ (B, 1) "- (B, h) et z~(d) = z~'(d) off ~'(d) est dfifini par, 
Vie {1,..., h}(B, i) ~'(d) =- (C, i) off C = ntd(d). 
- -  Si i 1 < i t ,  tout z c S(G)  avec nt(z) ~- B se factorise en (B, 1) " '  (B, il) 
z'(B,  i~) "" (B, h). Alors z~(d) = z~'(d) off ~'(d) est d6fini par: 
(B, 1 )~ ' (d ) :  (B,/1) ~(d), (B, i l)~'(d) = (B, 1)b(d), (B, k )~ ' (d )= (B, i~)~(d), 
(B, it) ~'(d) = (B, k) ~(d) et V~ e (1 ..... h}\(1, i l ,  i t ,  k}, (B , j )  (;(d) = (B , j )  (~(d). 
II est alors clair que le syst~me que l'on obtiendrait en remplagant 4 par 4' 
dans G serait 6quivalent ~ Get  v6rifierait la propri~t6 (P). 
Comme G v6rifie (P), le syst~me G' = (N', T, R', ~ ,  co') construit 5 partir 
de G dans la d6monstration du lemme II.1 est tel que pour toute r+gle non 
terminale d' e R' et tout B e M' ,  (B, 1) ~by(d') ~N'. On en d6duit, alors, que 
Va e R '+ et VoJ ~ T*, w = co'4g(c~) si et seulement si w = ((A', 2)- ' -  (A', k)) q~o(~). 
Consid6rons le (k --  1)-EDTOL-syst+me ultralln6aire G" = (N", T, R', (~", co") 
avec N"  = M'  × {2,..., k}, oJ" = (A', 2) - ' - (A' ,  h) et off qV' est d6fini par: 
Vd' ~ R', qV'(d') est la restriction de ~g(d') ~t (N" k9 T)*. I1 est clair que L(G") = 
L(G')  = L(G) et la proposition 1.1 implique le r6sultat souhait6. | 
En partieulier si nous eonsid~rons un syst~me libre ?~ gauche et 5 droite, nous 
obtenons: 
COROLLAIRE II.8. Pour tout k-EDTOL-systbme ultralindaire libre ~ gauche et 
27 droite, avec k >~ 2, il existe un (h -- 1)-EDTOL-syst~me u.s.f.n, gquivalent. 
Etudions, maintenant, les propri6t6s de cl6tures des familles LULT(k).  
PROPOSITION II.9. Pour tout k c N+, LULT(h)  est un cdne rationnel fermd 
par union. 
Ddmonstration. I1 est clair que LULT(h)  est clos par union et par homo- 
morphisme. On peut montrer que LULT(k)  est clos par intersection avec les 
rationnels, de la m6me fagon que les EDTOL-langages ont clos par intersection 
avec les rationnels (cf. Arnold et Dauchet, 1976, Latteux, 1974, Engelfriet, 
1977). Enfin, d'apr~s les rfsultats de la section V, LULT(k)  est clos par sub- 
stitution rationnelle marqu6e t comme LULT(k)  est clos par homomorphisme et 
intersection avec les langages rationnels on en d6duit que LULT(k)  est clos par 
substitution rationnelle. Donc LULT(k)  est un c6ne rationnel ferm6 par 
union. | 
Rappelons la dfifinition de c6ne rationnel translatable t de c6ne rationnel 
ferm6 par crochet. Ces deux notions, introduites dans Boasson et Nivat (1973), 
Boasson, Crestin et Nivat (1973), ont permis de montrer que tout g6n&ateur 
du c6ne rationnel des langages alg6briques est un g6n~rateur fid~le (Boasson 
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et Nivat, 1973) et d'6tablir la non-principalit6 de nombreux c6nes rationnels 
(Boasson, Crestin et Nivat, 1973). Ici, elles nous servent ~ mettre en ~vidence 
une distinction int6ressante entre LULT(2k)  et LULT(2k --  1). 
Pour we{a,  b}*, N = h(w) off h est l 'homomorphisme d6fini sur {a, b}* 
par h(a) = get  h(b) = /~. Pour tout langage L, posons: 
<L) = (a'xb~/n ~ O, x e L}, 
(L)~ = (WX~R/W e (a, b}*, x eL}. 
D~FINITION. Un c6ne rationnel ~ est translatable (ferm6 par crochet) si 
pour tout langage L e ~,  <L) e ~Lf((L)2 e ~Cf). 
PROPOSITION II.10. Pour tout he  ~+,  LULT(2k) est un c6ne rationnel 
fermd par crochet (donc translatable) mais pas par produit. 
Ddmonstration. Soit G ~ (N, T, R, 4, o)) un k-EDTOL-syst6me ultra- 
ultralin4aire. Prenons A', dl, d~, d a des nouveaux symbotes et posons N '  = 
N ~3 {A'}, T'  = T t3 {a, g, b, /~}, R' = R u {dl, d2, ds}. Consid6rons le syst6me 
G' ~ (N', T', R', ~', A') otiS' est d6fini surR '  par: A'¢'(da) = aA'g, A'¢'(de) = 
bA'b, ¢ (d3) o~ et X¢'(d) X¢(d), Vd e R, VX  e N. I1 est, alors, clair 
que G' est un k-EDTOL-syst~me ultralin6aire qui engendre (L(G)) 2 . Le fair 
que LULT(2k)  ne s0it pas clos par produit provient des r6sultats de la 
section IV. | 
PROPOSITION II.11. Pour tout k e ~+,  LULT(2k 1) est une FAL non 
translatable. 
Ddmonstration. Soit G ~ (N, T, R, 4, co) un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n. 
libre h droite avec N = M × {1,..., k} tel clue L = L(G). Posons R, = {d e R/d 
est une r~gle terminale de G} et Rt = {did e Ri} avec R, ~ Ri ~ et R' 
R ~3 Rt. Consid6rons le k-EDTOL-syst6me ultralin6aire G' ~ (N, T, R', ~', oJ) 
off 4' est d6fini par: 
i) vd e R, ~'(d) = ~(d), 
ii) Vdc R~ avec B -- ntg(d), (B, i) 4'(d) = 1 si 1 ~ i < k, o0 si i = k. 
I1 est clair que G' est libre h droite et engendre L +. Donc LULT(2k -  1) 
est une FAL. On montrera dans la section IV que LULT(2k  -- 1) n'est pas 
translatable. | 
I I I .  PRINCIPALITI~ DES C~)NES LULT(K) 
Dans cette section, nous allons montrer que, contrairement ~ LULT  ~- 
g~>l LULT(k),  pour tout k a ~+,  le c6ne rationnel LULT(k)  est principal. 
Nous utiliserons les notations uivantes: 
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Consid6rons un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n. G = (N, T, R, ¢, co) avec N ~- 
M×{1 .... ,k}, V=Nk)  T, nt(oo) =A.  Pour toute r~gle de transition d de 
G avec ntg(d)= B, n td (d)= C, nous appelerons type de d, l'fil6ment ~ 
(31 ,..., 3k_~) ~ N k~l qui v~rifie ViE {1,..., k --  1}, ((B, 1) "'" (B, i)) ¢(d) 
(C, 1) "-" (C, 3i) et nous 6crirons type(d) = 3. I1 est, alors, clair que 0 ~ 31 ~< "'- 
~< 3k-1 ~< k et que la r6gle d est caract~risfie par ntg(d), ntd(d) et type(d). Pour 
tout n, k ~ N+, posons: 
N~ = {S} × {1 .... , k}, ~ = (S, 1) ... (S, k), 
3i :/: i}, 
/ ] ;  = {(31 , . . . ,  3/c_1) ~ A/c/3le_ I < k}, 
Tk,n = A~ w {di.j/i e {1,..., n}, j e {1 ...... 2k}}, 
R~, n =- A~ k9 {dill ~ {1,..., n}} k) {f} et 
R;, .  = ~;  w {d~/i s {~ .... , ~)} w {f} .  
Consid~rons les k-EDTOL-syst+mes ultralin6aires G~.~ = (N~ , T~ ~ , R~, n , 
t ! ! t ¢~.,,  w~) et G~,, = (N~, T~,,, R~.,,  ¢~,,,  w~) off les applications ~. ,  et ¢~., 
sont d6finies de la mani~re suivante: 
- -  Pour tout j  e {1,..., k}; (S, j )  ¢~;~(f) = (S , j )  ¢;.~(f) = 1. 
- -  Pour tout i ~ {1,.. , n} et tout j ~ {1 .... , k - - l} ,  
(S, j )  Ck,n(d~) = (S, j )  O;.n( di) = di,2J_l( S , j)di.2j , ( S,  ]~) (@c,n( di) 
= di,2~_l(S, k)di,uk et (S, k) cyk,n(di) = di,z~_l(S , k). 
- -  Enfin, pour tout 3 = (31 ,..., 3~_~) ~ A~ (resp. A~), on pose, Vj ~ {1,..., k}, 
(S , j )  ¢~.~(3) (resp. (S,j)¢~,~(3)) = x(S, 3~_~ + 1) "" (S, 3~) avec 3 0 = 0, 
3k=ketx  =3s i0  =-3j_ 1 <3 j ,  1 sinon. 
Remarquons que Gk., et G'k,~ ne sont pas sous forme normale et que G~.~ 
est libre fi droite. De mani+re classique, nous allons d'abord onner une caract6ri- 
sation homomorphique des familles LULT(k) :  
LEMME III.1. Pour tout k ~ N+ et tout langage L appartenant h LULT(2k) 
(LULT(2k --  1)), il existe n e N+,  Un homomorphisme h t un langage rationnel R' 
tels que L = h(L(G~,n) t~ R')(L = h(L(G'k.~) n R')). 
Ddmonstration. Soit G = (N, T, R, 6, ~o) un k-EDTOL-syst6me u.s.f.n, qui 
engendre L avec N=Mx{1 .... ,k}, V=NuT,  nt(w) =A et off Ra, 
R2 = {d 1 .... , d~}, R a d6signent respectivement l'ensemble des rSgles de G qui 
sont terminales,lin6aires, detransition. Pour tout i ~ {1,..., n} et tout j  ~ (1,..., k}, 
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posons B i = ntg(4), C i = ntd(di) et (B i ,  j)(di) = 11i,2~_1(Ci, j )  ui,e~. L 'homo-  
morphisme h est, alors, d6fini sur T~,~ par: h(8) = 1, V8 e d~ et h(di,,) = ui , , ,  
Vi~{]  ..... n}etVs~{1 .... ,2k}. 
D6finissons, maintenant,  le langage rationnel R '  au moyen d 'une  grammaire 
lin6aire 5 droite H = (M,  T~,~, P, A)  off l 'ensemble des productions Pest  
6gal ~ P~ ~A/)2 w Pa U P~ avec: 
P~ = {Bi-~- diaC~/i e {1,..., n}}, 
1>2 ~- {B --+ 8C/~d ~ Ra telle que ntg(d) = B, ntd(d) = C et type (d) = ~}, 
Pa = {B --+ d~,~B/B ~ 3I, i ~ {1 ..... n}, j e {2,..., 2k}}, 
Pa = {B-*  1/~de Rx avec ntg(a) = B}. 
I1 nous reste ~ montrer que L(G) = h(L(Ge,~) n R') off R'  est le langage 
engendr6 par la grammaire H. Remarquons, d'abord, que, par construction du 
systbme G~,~, tout z ~ S(G~,~)\T*,~ se factorise en z~(S, 1) "" (S, k) z~+~ avec 
ze "" z~+~ ~ {d<~/i ~ {1 ..... n}, j ~ {2 ..... 2k}}*. Montrons,  maintenant,  par in- 
duct ion la propri6t6 suivante: 
i) si y~(B, 1) "'" y~(B, k) y~+~  S(G) alors il existe zl ..... z~+x ~ T*,n tels que: 
h(z,) =y , ,VsE{1 .... , k+ 1}, 
z I (S  , 1) " '"  (S ,  k )~b+ 1 ~ S(Gk ,n)  , 
A *~ z lB  
H 
En effet, soit ~ E R* tel que yl (B,  1) "-- (B, k)Yk+l = w¢(~). Si ~ = 1, alors 
Yl "'" Yk+~ = 1 et B = A. I1 suffit de prendre z~ = "- = z~+ 1 = 1. Prenons, 
maintenant,  y = y l (B,  1) "'" (B, k) Yk+l E S(G) et z = z l (S,  1) "'- (S, k) zk+l 
S(G~,~) tels queA *~nz lB  et Vs~{1 .... , k+ 1}, h(z~) =y~.  Soit dune  r+gle 
de G avec ntg(d) = Bet  ntd(d) =- C. 
Dist inguons deux cas: 
- -  Si d est une r6gle lin6aire, il existe i e(1,.. . ,  n} tel que d = di,  B = B i ,  
C = Ci ety¢(di) = y~u<~(C~, 1)"" (C~, k) Ui,2kYk+l ~-- y'a(Ci, 1)"" y'k(Ci, k) Yk+x 
avec Vs e {2,..., k), y', = ui .2,-zy,ui .~-l  . Nous avons aussi zCk.~(di) = z f l i a  × 
! ! t ! 
(S, 1) "'" (S, k) d~.z~zk+ ~ = z~(S, 1) "'" z~(S, k) zk+ 1 avec Vs~{2 ..... k}, z 
di.2s_2zfli.2~_l et donc Vs e {1,..., k + 1}, h(z'~) = y'~. En outre, comme Bi --~ 
diaCi ~ 1)1, nous avons dans H la d6rivation: A ~H ZlBi ~P~ zldiaCi  = z'lCi • 
- -  Si d est une r6gle de transit ion de type 8 = (8~ .... ,8k-~), y¢(d) = y~(C, 1) "'" 
(C, 81) ' "yk (C ,  8~_~ + 1) "" (C, 8k)Y~+I = Y'x( C, 1) "" y'k(C, k)Y'k÷~ avec 8 k = k. 
De m6me, zCk.,~(d) = z~(S, 1) "" (S, 8~) "" z'~(S, ~_1 -+ 1) "- (S, ~)  z~+ 1 = 
z'~(S, 1) "'" z~(S, k) z'~+~ avec Vs ~ {1,..., k}, z'~ = zf l  s i s  = i0, le plus petit i 
v6rifiant 8i 4: 0, z, sinon. Comme h(8) = 1, Vs ~ {1 ..... k + 1}, h(z~) = y~ et 
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comme z~ "" zi, ~ {di,¢/i~ {1,..., n}, j ~ {2,..., 2k})* et que B --- SC est une 
product ion de P~, nous avons dans H la d6rivation: 
A *~ z lB  ~ z 1 "'" Zio B ~ z I "'" Zio~C = Z lC .  H P3 P2 
Rdciproquement,  montrons la propridtd: 
ii) Si zl(S, 1)""  z~(S, k)z~+~ ~ S(G~,n) et si £1 *~g zIB avec B~M,  
alors h(zl)(B , 1) "'" h(z~)(B, k) h(Zk+l) e S(G). 
En effet, soit a eR~,~ tel que z = z l (S  , l ) - - - (S ,  k )ze+ 1 = c%¢7¢.~(a). Si 
= l, z 1 "" z~+ 1 = 1 et A ~=:~H B impl ique B = £1 et nous avons bien w 
(£1, 1) " (A, k) ~ S(G). Supposons que pour tout B e M tel que A *~u z~B 
on ait h(z~)(B, 1)""  (B, k)h(z~+~)~ S(G) et prenons une r6gle d de G~, . .  
Dist inguons deux cas: 
- -  Si d est une r~gle lin~aire, il existe i t{ l , . . . ,  n} tel que d = di. Alors, 
z¢~..(d) = zldi,l(S, 1) dg,ezed~,~ "" (S, k) d~,z~ze+ 1 . Par d6finition de H, si 
£1 *~n zfli.1 C, on a £1 *~H z~B ~p~ z~di,~C avec B = ntg(di) et C = ntd(di). 
Donc, Vj ~ {1,..., k}, (B, j )¢(d~) = ui.2~_l( C, j )  u~,a~ ce qui impl ique 
~(z#~,l)(c, ~) ~(~,~#~,~) . (c, ~) h (~s~+l )  e S(G). 
- -  Si d appart ient ~ Ak,  d=S =(31  .... ,~-1)  et zCk,n(d ) =z '~(S,  1) -'" 
(S, 31) "'" z;(S, (~/c--1 -~- 1) ' ' '  (S, ~k) ,~k+l = zl(S, 1) ' ' "  ,~';(S, k) Z;+ 1 avec $~ = k 
et Vsc{1, . . . ,k},  z; =z f i  s i i= i0 ,  le plus petit  i~{1 .... ,k} tel que ~ i@0,  
zs sinon et donc z~ = z 1 "" zifi. D'autre  part si A *~H z~C, il existe B ~ M tel 
que £1 NH z~B et B ~ $C appart ient ~ P2 • Donc, il existe dans G, une r~gle 
de transit ion d' de type 8 avec B = ntg(d') et C = ntd(d'). Comme h(3) = 1, 
! ¢ 
il est clair que h(z~)(C, 1) "'" (C, k) h(z'~+l) = h(Zl)(C , 1) "" (C, ~1) "'" h(zk) × 
(C, $e-1-~ 1)" '"  (C, ~k)h(z'k+l)E S(G) ce qui ach~ve la dfimonstration de la 
propri&~ ii). 
Prenons, maintenant,  un moty  appartenant ~tL(G). I1 existe, alors, yl(B, 1) "-" 
yk(B, k) ye+~ ~ S(G) et une r~gle terminale d e R 1 tels que ntg(d) = Bet  y = 
Yl "'" Yk+l- D'apr~s la propri&~ i), il existe z' = z l (S  , 1) "" (S, k) zk+~ ~ S(G~.n) 
avec A NHZlB  et Ys~{1 ..... k+ 1}, h(z~)=y~.  Nous avons, dans H, la 
d6rivation suivante: £t *~ H z lB  *~ P3 zl  "'" zk+lB ~ v ~ zl "'" zk+l = z donc z ~ R' 
et comme z = z'¢k.~(f)  appart ient 5 L(G~,~), y = h(z) ~ h(L(G1~.n) n R'). 
R&iproquement ,  prenons z eL (Gk . , )n  R'. II existe, alors, une factorisation 
de z en z 1 "" Zk+ 1 telle que z '=  Zl (S  , 1)"'" (S, k)zk+ 1 E S(G~,n) et donc 
z 2 "'" z~+ 1~ {diS i  ~ {1,..., n}, j ~ {2,..., 2k}}*. Par d6finition de la grammaire H 
et comme z ~ R',  il existe dans G, une r~gle terminale d avec B = ntg(d) telle 
que £1 *~H zlB. D'apr& la propri&~ ii), y '=  h(zl)(B , 1)"," (B, k)h(z~+~) 
appart ient 5 S( G) et h(z) = y! ¢( d) appartient 5 L( G), donc L = h(L( G~,~) c~ R'). 
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Le cas oflL appartient ~ LULT(2k  -- 1) sc traite de la m~me fa~;on, ~ condition 
de remarquer qu'il existc un k-EDTOL-syst6mc u.s.f.n. G = (N, T, R, 4), oJ) 
libre ? tdro i teavecN= M × {1,...,k), V -  N~3 Tqu iengendreLct te lque  
pour toute r~gle non terminale d et tout B ~ M, (B, k) 6(d) ~ V*N (cf. corollaire 
I I .4 ct d6monstration de la proposition II.7). Ceci implique, en particulier, 
que pour toute r+gle de transition d' de G, type (d') appartient ~ 2~.. | 
Pour tout n ~ ~+,  Gk.~(G'k.~) est un k-EDTOL-syst+me ultralin6aire (librc), 
donc L(Gj:,.)(L(G'k,n) ) appartient ~ LULT(2k) (LULT(2k - -1 ) ) .  Montrons, 
maintenant, que Vn ~ ~+,  L(G~.,)(L(G'~,,)) appartient au c6ne rationnel g6n6r6 
par L(G~.~)(L(G~..z)). Pour tout j  e {1 ..... k} et tout i ~ {1 .... , n), posons u~.~- 1 = 
d~,2 j_ ld2 .2)_ l  ' u i ,2  ] =:  d2,2jdl,2~i et U~,, =~ ({u~,fli, ~{1,..., n},j ~ {I,..., 2k}) u Ak)*. 
D6finissons sur T~,~, l 'homomorphisme g~,n par g~.,(3) = 3 V3 ~ A~ et 
g~.,(di.~) = ui.~, Vi ~ {1,..., n} et Vj ~ {l,..., 2k}. I1 est, alors, facile de v&ifier 
queL(G~, . )  - - :  gLL(L(G~.~) n Uk,.) etL (G. , , , )  = --~ ' ' g~.,~(L(G~.~) C  U~,n) et comme 
U~. nest un langage rationnel, nous avons: 
PROPOSITION III.2. Pour tout k E ~+ , LULT(2k) (LULT(2k -  1)) est le 
plus petit c6ne rationnel contenant le langage L(G~,~)(L(G~.,2)), done c'est un c6ne 
rationnel principal. 
En particulier, si nous prenons k = 1, nous trouvons comme g~ndrateur du 
c6ne rationnel LULT(2) - -L in ,  le langage L(GI,o) qui est isomorphe au 
g~n~rateur classique, L o = {w~R/w ~ {a, b}*}, de la famille des ]angages alg~- 
briques lin6aires. Pour k >/2,  il n'est gu~re possible de d~finir lcs langages 
L(G~,2) et L(G'k.2) sauf le langage L(G'zD. En effet, le syst6me Go',o ne poss6de 
qu'une seulc r~gle de transition appel&, suivant les notations d6finies au d6but 
de la section, (0) et qui v6rifie: (S, 1) ¢~.~((0)) --= Ie t  (S, 2) ~.2((0)) --: (0)(S, 1) 
(S, 2). Donc L(G~,e) = (L(0))* off Les t  le langage cngendr~ par le 2-EDTOL- 
t !  t t  t t  t t systSme ultralinfaire G2, 2 = (N2, "1'2. ~, R2,2, q~2,2,02) off R~',2 --  Re.2\A2 et 
t t t  q~2',2 est la restriction de q%.2 ~ R2,2 • I1 est alors, clair que Les t  rationnellement 
fiquivalent au langage L 1 = {w~Rw/w ~{a, b}*}, donc: 
PROPOSITION III.3. La famille LULT(3)  est la plus petite FAL contenant le 
langage {w~Rw/w e {a, b}*}. 
IV. RANG D'UN LULT-LANGAGE 
Soit L un langage appartenant ~ la famillc LULT .  Nous dirons que L est 
de rang k, avec k e ~+,  et nous &rirons r(L) = k siL ~ LULT(k ) \LULT(k  --  1) 
en prenant la convention que LULT(0)  est la famille vide. En partieulier tout 
langage rationnel est un LULT- langage de rang 1 et tout langage lin6aire non 
rationnel est un LULT- langage de rang 2. Dans cette section, nous allons 
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4tudier le comportement du rang vis ~ vis d'un certain nombre d'op6rations sur 
les langages. Commengons par une op6ration qui est d6finie dans Ginsburg, 
Goldstine et Greibach (1975) qui ~ tout langage L fait correspondre LM = 
{wc~/w ~L,  n = l(w)}. Nous allons montrer que, s ic  n'occurre dans aucun mot 
de L, LULT-langage infini, cette op4ration augmente le rang de 1. 
PROPOSITION IV.1. Soient L C T* un LULT- langage infini et cune  lettre 
n' appartenant pas a T. Le rang du langage L'  = L[c] est dgal a r(L) 4- 1. 
Ddmonstration. Posons k' = r(L). II est clair que k' ~ r(L') ~ k' q- !. II 
reste h montrer que le rang de L' est diff6rent de k'. Distinguons deux cas: 
t) Supposons k' pair et posons h' = 2k. Supposons r(L') -= 2k. I1 existe, 
alors, un k-EDTOL-syst6me u.s.f.n, r6duit G =-(N,  T', R, ¢, co) qui engendre 
L' avec T'  ~--- T u {c}, N = M × {1,..., k}, V' = N u T' et nt(co) = A.  
Consid6rons G' =(N,  T ,R ,~' ,co)  off ~' est d6fini par: Vu~V=Nu T, 
Vd ~ R, u~'(d) z hc(u~(d)), hc 6tant l 'homomorphisme d6fini sur V' par hc(c ) = 1 
et hc(u ) = u, Vu ~ V. G' est un k-EDTOL-syst6me u.s.f.n, r6duit qui engendre 
L. L'ensemble A = {B ~ M/3y  E S(G')  n V*T  avec nt(y)  = B} est effective- 
ment constructible. De plus, pour tout B ~A, l'ensemble Z~ = {(x t,..., xk) / 
3~ ~ R*, Vi ~ {1 .... , k}, (B, i) ¢'(~) = xi ~ T*} est fini. En effet, si y ~ S(G')  c~ 
V 'T ,  il existe i~ N+ tel que yd ~ S(G)  et pour tout ~R* ,  y¢'(~) = z~ T* 
implique (yd)  ~(a) = zd  donc l(z) = ie t  pour tout B ~ A, il existe un entier 
j (B )  tel que (x 1 ..... xk) ~ ZB entraine l(x 1 '"  Xk) -=- j (B) .  
Consid6rons, alors, le k-EDTOL-syst6me ultralin6aire G" = (N, T, R", ¢", co) 
o6 R" = R~ U R~ avec: 
R2 = {d e Rid est une r6gle terminale ou bien ntd(d) ~ A}, 
R;' = {(d; x)/d E R avec ntd(d) = B ~ A et x ~ ZB}. 
L'application q~" est d6finie sur R" par: ~"(d) = ¢'(d), Vd ~ R~ et pour tout 
(d, x)~ R£, on pose, Vu ~ V, u~"((d, x ) )= hx(u~'(d)) off k x est l 'homomor- 
phisme d6fini sur V de la mani6re suivante: posons B = ntd(d) et x = (x 1 .... , x~). 
Pour tout iE{1, .... k}, h~((B, i ))  =x  i et Vu~Vt({B } X{1 .... ,k}),  h~(u) =u.  
Par construction, G" est libre h droite et il est facile de v6rifier que L(G") -= L, 
d'ofl la contradiction puisque r(L) = 2k. 
2) Supposons k' impair et posons k' = 2k --  1. Si k' = 1. Lest  un langage 
rationnel infini et L'  =L[c ]  est un langage alg6brique linfaire non rationnel, 
donc r(L')  = 2 = r(L)  + 1. Prenons k' >/3  et supposons que r(L') ~- k' = 
2k --  1. I1 existe alors, un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n, rfduit, libre ~ gauche qui 
engendre L'. En utilisant la m~me construction que dans le cas 1), nous obtenons 
un k-EDTOL-syst6me ultralinfaire libre ~ droite et ~ gauche qui engendre L. 
Comme k est sup6rieur ~ 1, la proposition II.7, permet d'affirmer que L 
LULT(2k  --  2), ce qui contredit le fait que r(L) = 2k - -  1. i 
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Pour tout k ~ N+, notons E k = {a 1 . . . .  ak~/n >/0}. Comme Ee+ 1 est ration- 
nellement 6quivalent 5 Ek[c], nous avons pour tout k ~ N+, r(Ee+~) = r(E~) + 1. 
Etant donn6 que E~ = a* est un langage rationnel infini, on en d6duit: 
COROLLAIRE IV.2. Pour tout k ~ N+, le langage E~ = {a 1 . . . .  ak~/n >/0} 
est un LULT- langage de rang k. 
Nous pouvons donc en d6duire que la hi~rarchie LULT(h) est infinie ce qui 
entraine en particulier que LULT  = (.J~>l LULT(k)  n'est pas une FAL 
principale. Nous allons pr6ciser ces r6sultats en montrant d'abord que pour tout 
k ~ N+, Ek+l E LULT(k  + 1)\~o(LULT(k)) off pour toute famille de langage 
0~o, ~(~%o) d6signe la plus petite FAL close par substitution contenant 5q. 
Dans ce but, introduisons la notion de langage sans insertion qui est plus 
restrictive que cell CIL-langage utilis6e dans Latteux (1977@ 
DI~FINITION. Les t  un CIL-langage ou langage sans produit si L1L 2 C_L 
implique L 1 ou L 2 est un langage fini. 
D~EINITION. Les t  un langage sans insertion si VL1, L 2 langages infinis, il 
v pt t M 
existe x 1 ~L 1 tel que route factorisation de x ten  xlx 1 v6rifie xlL2x 1 ~L .  
I1 est clair que tout langage sans insertion est un CIL-langage et que tout 
CIL-langage est un langage sans facteur it6rant (ne contenant aucun langage 
rationnel infini). D'autre part, la notion de langage sans insertion n'a gu~re 
d'int6r~t dans le cadre des langages alg6briques, puisque tout langage alg6brique 
sans insertion est fini. Cependant, il est facile de construire des langages ans 
insertion. 
LEMME IV.3. Pour tout langage L C_ T* avec c ~ T, L[c] est un CIL-langage. 
De plus L[c] est un langage sans insertion si et seulement siL est un CIL-langage. 
Ddmonstration. Supposons, en effet, qu'il existe deux langages infinisL 1 etL 2 
tels que L1L 2 C L[c]. Si L 2 est inclus dans c*, pour tout x 1 ~ L 1 , it existe i > l(xl) 
tel que c i EL2, donc xld ~L1L2\L[c ]. Dans le cas contraire, L 1 est inclus dans T* 
et pour tout x2 ~L~, il existe x 1 EL 1 avec l(xl) > l(x~), donc xlx 2 eL1L2\L[c], 
d'ofl la contradiction. 
Supposons, maintenant, que L[c] ne soit pas sans insertion. I1 existe, alors, 
deux langages infinis L t etL 2 tels que pour tout xl ~L1, il existe une factorisation 
x 1 = x'ix'~ avec x~L2x' ~C L[c]. I1 existe aussi des entiers n t et n 2 tels que Vx 1 ~L1, 
Vx 2 ~L2,  le(Xl) --  IT(Xl) = n 1 et la(x~) --  IT(X2) = n~ avec n 1 @ n 2 = 0 (la(x) 
et IT(X ) d6signent respectivement le hombre d'occurrences, dans x, de la lettre c, 
de lettres appartenant h T). Comme Lu est infini, La c~ T+c+ v~ Z et X'lL~X ~ C 
t / t  L[c] implique x 1 a T* et x 1 ~ c*. Soit ha, l 'homomorphisme d6fini sur T k) {e} 
par ha(c ) = 1 et he(a ) ~ a, Va ~ T. Comme L 1 est infini et lc(xl) -- lT(Xl) ~ n 1 , 
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hc(L~) est infini. De m~me ho(L2) est infini et comme x'~L2x ~C_L[c] implique 
h~(x'~x'~) = x l ,  L contient hc(L~) h,(L~), le produit de deux langages infinis. 
Supposons, enfin, que L contienne le produit L'xL~ de deux langages infinis. 
Les langages L~ = L'~[c] et L~ = L'.,[c] sont infinis et v6rifient: tout mot x 1 de L t 
se factorise n X'l c~ avec n = l(x'~) et x~L2c est inclus dans L[c] qui n'est donc pas 
un langage sans insertion. | 
En utilisant le fait que l ' image d'un langage infini par un homomorphisme h 
non effaqant (h (x )= 1 implique x = 1) est encore infini, nous obtenons 
immfdiatement: 
LEMME IV.4. Soient L un langage inclus clans T* et h un homomorphisme non 
effafant ddfini sur T*. Si le langage h(L) est sans facteur itdrant (resp. sans produit, 
sans insertion), Les t  aussi un langage sans facteur itdrant (resp. sans produit, 
sans insertion). 
! ~ n 9 . . .  D'apr&s le lemme IV.3, pour tout entier k >/3,  le langage E k = {aila 2- 
n, i--1 a~/n 1 ~ O, Vi ~ {2 ..... k}, ni =- }-~i=1 n~} est un langage sans insertion et comme 
il existe un homomorphisme non effa~ant h k tel que hl~(ET, ) = E'~, on en dfduit 
que pour tout entier k ~ 3, le langage E~ est sans insertion. Pour montrer que 
E~+ 1n'appart.ient pas ~ o~(LULT(k)) ,  nous allons utiliser une propri6t6 g6nfrale 
des langages ans insertion. Rappelons d'abord la d6finition de l' insertion qui 
est une substitution particuli&re. 
D~FINITION. Une substitution s d6finie sur T* est une ~-insertion sur L 
s'il existe T'  _C T tel que: 
i) L C_ (T \T ' )* (T '  k) {1})(TIT')* , 
ii) s(a) = {a}, Va ~ TIT' ,  
iii) s(a) E ~W, Va E T'. 
Pour toute famille de langage ~a, posons I1(~ o) = ~ et Vn e N+, I.+1(~ °) = 
Jn(~) i  ~ =- {s(L)/L ~ I~(~)  et s est une ~- insert ion sur L}. Pour tout n E N+, 
et tout c6ne rationnel ~o, I~(oW) est aussi un c6ne rationnel et c#i(~cf), le plus 
petit c6ne rationnel clos par insertion contenant ~a est ~gal h U~>l I .(~?) 
(cf. Greibach, 1972). 
Dans Latteux (1977a), il 6tait montr6 une proprift6 liant les langages ans 
produit et les c6nes rationnels clos par insertion: 
PROPOSITION IV.5. Soient oW un c~ne rationnel ferrnd par union et L un 
langage sans produit n' appartenant pas h ~Lf. Alors L n' appartient pas 3 ~-(~) ,  la 
plus petite FAL  contenant ~Lf et si ~ est clos par insertion, L n'appartient pas h 
~(  ~)  la plus petite FAL  close par substitution contenant oW. 
Si, maintenant, nous imposons au langage L d'Stre sans insertion, il n'est plus 
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n6cessaire que ~ soit clos par insertion pour obtcnir la deuxi+me propri6t6 de 
la proposition pr6c6dente. Nous avons, en effet: 
PROPOSITION IV.6. Soit cococ~ un c6ne rationnel fermb par union. Tout lan~,age 
sans insertion appartenant ~~(~)  appartient ~ (J. 
D~monstration. Montrons que pour tout n~ ~+ et tout langage L sans 
insertion, L ~ In+1(~,¢) implique L EIn(c~). Prenons, cn effet, L ~ In+l(C~) =: 
I.(~) i~ .  I1 existe un langage L' ~ In(.LP) et s une (.(~-insertion sur L'  tels que 
s(L') = L. Donc il existe un alphabet Tc t  '1"_C T tels que L' C (T\T ' )  ~ × 
(T 'u{1}) (T \T ' )  ~, s(a) = a, Va6T\T '  et s(a)~ cd, VaET ' .  Alors s(L') = 
t r w  t L x W (Ua~r" s(L'~)) off Lx = L' r~ (T\T ' )*  et Va ~ "1 , L ,  - L' n (T\T')*{a} × 
(T'\T') ~ sont des langages de I~(~)  qui est un c6ne rationnel clos par union. 
I1 nous reste, donc, ~ montrer que Va ~ T', s(L'~) appartient ~ I~(cS). Comme L 
est sans insertion, pour tout a ~ T', s(L'o) C_ Les t  aussi sans insertion. N6cessaire- 
ment, ou bien L' a est fini, ou bien s(a) est fini. Dans les deux cas s(L'a) appartient 
Comme I1(Cd) == c j  et ¢6~i(cd) : : Un~.a In(C~), on en ddduit que tout langage 
sans insertion appartenant ~ ~i(~*°), appartient ~~.  Le r6sultat cherchd ddcoule, 
alors, imm~diatement de la proposition pr~c6dente. I 
Comme pour tout entier k >/2,  Ek+ 1 est un langage sans insertion n'apparte- 
nant pas g LULT(k)  et que ./2'..o n'appartient p~s ~ ,~(LULT(1) )  qui est la 
famiUe des langages rationnels, nous en d6duisons que pour tout k e :N+, 
le langage E~.a ~ LULT(k  • ~- 1)\ ,~(LULT(k)) .  Ceci entra~nc que, contrairement 
la famille des langages quasi-rationnels qui est 6gale ~ -~(L0) avec L 0 - :  {wwn/ 
w c {a, b}*} (Nivat, 1968), la famille LULT  ne peut pas ~tre g6n6r6e par les 
"FAL-op6rat ions" et la substitution ~ partir d'un seul langage. Supposons en 
effet qu'i l existe un LULT- language L tel que .~(L)  =~ LULT .  I1 existe, alors 
k ~ ~J+ tel queL ~ LULT(k)  ce qui implique E~+I ~ LULT(k  --:- I)\.~'o(LULT(k)) 
et E~ ~ ~ LULT 'v~(L)  d'ofl la contradiction. Donc: 
PROI'OSlTION IV.7. Pour tout LULT-langage L, .~(L), la plus petite FAL  
close par substitution et contenant L est strictement incluse dans LULT .  
Nous pouvons g6n6raliser ce r6sultat en montrant que pour tout c6ne rationnel 
clos par union ~ inclus dans LULT ,  .~(.L~') = LULT  si et seulement si 
.W = LULT .  $upposons, en effet, que ~(~¢)  = LULT  et qu'i l  existe L 
LULT\.L-¢. Prenons c et d deux symbolcs n'apparaissant pas dans L. Le langage 
L '= {xc"d~/x -e L, n >/0} est un langage sans insertion qui appartient 
LULT  =.~(c.L~') et donc ~ ~ ce qui entralne que L, qui est obtenu ~ parti de 
L'  en effaqant les lettres c et d, appartient aussi ~ c~, d'ofl la contradiction, donc: 
PROPOSITION I\:.8. Soit c~ un c6ne rationnel fermb par union, incIus dan,- 
LULT .  Alors ,~(c~o) = LULT  si et seulement si c-W = LULT .  
EDTOL SYSTEMES ULTRALINEAIRES 215 
Calcu!ons, maintenant, le rang du produit de deux LULT-langages d6finis 
sur des alphabets disjoints. 
PROPOSITION IV.9. Soient L 1 et L 2 deux LULT-langages ddfinis sur des 
alphabets disjoints. Le rang du produit L1L2 , r(L1L2) est ggal a 2k + 1 si r(L1) = 
r(L2) = 2k, est @al dt sup(r(L!), r(L2) ) sinon. 
Dgmonstration. Posons k' = sup(r(L1), r(L2) ). I1 est clair que r(L1L2) >/k '  
Distinguons plusieurs cas. 
- -  Si k' =2k- -  1, comme LULT(2k - -  1) est clos par produit, L1L 2e 
LULT(2k  --  1) et r(L1L~) = k'. 
- -  Si k' = 2k = r(Li) et r(L2) < 2k. I1 existe un k-EDTOL-syst~me ultra- 
linfaire (libre A gauche) qui engendre L~(L2). I1 est alors facile, de construire 5 
partir de ces deux syst~mes, un k-EDTOL-syst~me ultralin6aire qui engendre 
L1L ~ .Donc  r(L1L2) = k'. 
- -  Si k' = 2k = r(L2) et r(L1) < 2k, nous obtenons, par un raisonnement 
analogue r(L1L~) = h'. 
- -  Si k ' -~Zk  =r(L~) =r(L2),  L~ et L 2~LULT(2kq-  1), donc L1L ~ 
LULT(2k q- 1) et 2k ~ r(L1L2) ~ 2k + 1. Montrons que r(L~L~) ~ 2k. 
Supposons, en effet, qu'il existe un k-EDTOL-syst+me u.s.f.n, r6duit, G = 
(N, T, R, ¢, oJ) qui engendre L~L.a avec T = T~ w T 2 , L1 C'T* et L2 _C T2*. 
Pour i = 1, 2, !'homomorphisme h,: est d6fini sur V = N u T par hda)= a, 
VasT  iUN et hi(a) ~ 1, VacT IT i .  Pour i=  1,2, soit G i =(N,  T i ,R ,  
~i, co) un k-EDTOL-syst~me ultralin6aire off ¢i est d6fini par: Vd~R,  Vue  
N w Ti, u¢~(d)= h,(u¢(d)). I1 est clair que L' I =La(G1)CC_L(G~) = L~ et que 
t t t L 2 = L,(G.~) C L(G2) ~ L2, donc L~L 2 ~Y L1L ~ est indus dans L1L 2 . R6ciproque- 
ment, prenons xax 2 ~L~Lz avec x~ ~Li et x~ ~L2. Comme x~xz eL(G),  il existe 
c~ ~ R*,  d ~ R tels que co¢(c~d) = x~xz et y = ~o¢(~) ~T*. Le mot y se factorise 
alors en ylyz  avec yz ~ NV*  ety 1 ~ T*. Siy~ appartient ~T~*, zz = coCz(e¢)~ NV*  
et x.~ = z~O~(d)~Lo(G~). Si y~ appartient ~ T*~T~, x~ = h , (y~)= w¢~(~) 
Ld(Ga). Donc LaL ~ = L'~Le t5 LIL'e, ce qui implique soit L1 = L'~ 
LULT(2k  -- 1), soit Lz = L'2 e LULT(2h -- 1), d'ofl la contradiction. | 
Ce rfisultat peut s'exprimer de la fagon suivante: 
COROLLAIRE IV.10. Soient L 1 et Le deux langages de LULT(2h) d~finis sur 
des alphabets disjoints. Alors L1L 2 appartient h LULT(2h) si et seulement si l'un 
des deux langages appartient a LULT(2k --  1). 
Consid&ons un langage L _C T* et d un symbole n'appartement pas ~ T. 
Comme LULT(2k) est un c6ne rationnel, si (Ld)* ~ LULT(2k), le produit 
LL 'e  LULT(2k) off L'  est une "recopie" de L sur un alphabet disjoint. Le 
corollaire pr6c6dent entraine, alors, L ~ LULT(2k --  1) qui est une FAL donc 
(Ld)* ~ LULT(2k  -- 1). 
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COROLLAIREIV.ll. Soient LC_T*  et d6  T. Alors, VkeN+,  (Ld)*e  
LULT(2k) si et seulement si (Ld)* e LULT(2k --  1). 
Comme pour tout h e N+, E~+~ e LULT(k  + 1)\.~(LULT(k)), nous 
pouvons, aussi en d6duire: 
COROLLAIRE IV.12. Pour tout h e N+, LULT(2k) C f f (LULT(2k))  C 
LULT(2k + 1). 
Nous avons vu ?~ la section 2, que pour tout h e N+, LULT(2h) est ferm6 par 
crochet. Le r6sultat que nous allons 6noncer ci-dessous, montre que pour tout 
h e N+, LULT(2k -  1) n'est pas translatable, mais qu'il existe des LULT-  
langagesL _C T* de rang 2k + 1 avec a, b, ~7, be  T, tels que le langageL' = ~L) 
soit encore de rang 2k + I. D+s que k est sup6rieur 5 1, ee r&ultat reste valable 
pour L" = (L)~ . 
PROPOSITION IV.13. Soient L C_ T* un LULT- langage, a, b, c des lettres ~ T 
et L 1 = (LcL) .  Alors le rang de L 1 est @al ~ r(L) 4- l. 
Pour d6montrer cette proposition, nous utiliserons les lemmes suivants. 
Le premier g6n6ralise le corollaire II.8: 
LEMME IV.14. Soient G = (N, T, R, 4), a,) un k-EDTOL-systkme ultra- 
liniaire avec k >/2  et V = N w T. Si  S (G) \T*  est inclus dam NV*N w V*N 2, 
alors L(G) appartient iz LULT(2k --  2). 
Ddmonstration. On peut supposer sans nuire ~ la g6n6ralit6 de la d6monstra- 
tion que G est sous forme normale avec N = M X {1 ..... k} et nt(oJ) = A .  
Posons M '={0, . . . , k}  ×{1 ..... ,k} ×M,  N '=M'  ×{1 .... ,k}, V '=N'L3  T, 
co' = (k ,k ,A ,  1) " " (k ,k , - / / , k )  et R' =(0}  X {1,...,k} N {deR/d  est ter- 
minale} a {0,..., k} X {1,..., k} X {d e R/d est non terminale}. Consid6rons 
G' = (N',  T, R', ~', ~o') le k-EDTOL-syst~me ultralin6aire off 4' est d6fini de 
la mani+re suivante: 
1) Si d est une r+gle de transition et si j >/2,  nous poserons Vs e {1,..., 
(~, j, d) h(.£((B, s) $(d)) off i' est 6gal au plus grand entier k- - j} , ( i , j ,B , s )  ' "~ " = 
tel que ((B, 1) "" (B, i)) ~(d) E N iT  *, j '  est le plus grand entier tel que ((B, 
k + 1 - - j )  "'" (B, k)) (~(d) e V*NJ" et hi',;' est l 'homomorphisme dfifini sur V 
par h~,#(a) =- a, Va ~ T et hi '#(C, s) = (i', j ' ,  C, s), V(C, s) e N. Soit C = 
ntd(d). Alors, Vs .{h- - j+  1 .... , k - -2} ,  ( i , j ,B ,s )  6 ' ( i , j ,d )  = 1, ( i , j ,B ,  
k --  1) 6'( i , j ,  d) = (i ' , j ' ,  C, k + 1 --  j ' )  " ( i ' , j ' ,  C, k --  1) et (i, j ,  B, k) 
~'(i, j, d) = (i', j ' ,  C, k). 
2) Dans le cas contraire, nous poserons, pour tout s e {1,..., h}, (i, j, B, s) 
(J(i, j, d )= hi,,y((B, s)(o(d)) off i ' , j ' ,  h~,j, ont la m~me d6finition que dans 
le cas 1). 
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G' est k-EDTOL-syst6me u.s.f.n, libre h droite qui v6rifie, par cons- 
truction: 
a) Si y e S(G')\T* avec nt(y) = (i,j, B), i et j sont les plus grands 
entiers tels que, respectivement, y E N ' IV  '* et y e V ' *N ' (  
La ddfinition de 4' dans le cas 1) et l'hypoth4se v6rifi6e par te syst6me G, 
permettent alors d'affirmer: 
b) Si yeS(G ' ) \T*  avec nt(y) = (O,j, B), alors, pour tout ~eR '* ,  
(0, j, B, k) 4'(a) e N '  u {1}. 
Enfin, en remarquant que les r~gles terminales de G' sont de la forme (0, j, d), 
donc ne "s'appliquent" qu'5 des mots appartenant ~ T+N'V'*, il est facile de 
montrer par r6currence que L(G') = {w e T*/3d e R, y ~ S(G) N T+NV * tel 
que y4(d) = w}. Et d'apr6s l'hypoth6se faite sur G, L(G) = Lag(G ) U L(G'). 
Comme Ld~(G ) s LULT(2k  --  2) (proposition II.7), il nous reste ~ montrer que 
L(G') e LULT(2k  -- 2). Comme G' est un syst6me sous forme normale fibre 
~t droite, nous pouvons appliquer ~ G', la construction du lemme II.1, qui nous 
permet d'obtenir ~t partir de G', un k-EDTOL-syst6me G" =- (N", T, R", 4", 
~o"), libre 5 gauche, 4quivalent 5 G', avec M" = M'U  {A'}, R" = R 'U  {f} 
o6 A'  e t fsont  des nouveaux symboles, N" = M" × {1,..., k} et oJ" = (A', 1) -" 
(A', k). Posons R~ = {(0, j, d) e R"}, R E = {d" = (i, j, d)/i ~ 0 et ntg(d") = 
(0, j', B)} et R~ = {d" e R"/ntg(d") = (i, j, B) avec i ¢ 0}. I1 est, alors, clair que 
R" = R~ u R~ L3 R~ et que, pour tout y E S(G"), il existe o~ e R'~ L) R~+R;R~ * 
tel que oJ"~"(o~) = y. 
Consid4rons, maintenant le syst+me G~ = (N", T, R', 4~, ~o'~) obtenu 5 
partir de G" de la mani6re suivante: co~ ~- (d',  1) ' "  (A', k --  1), 4~ est identique 
4" sur R~ L)R~ et pour tout d"= (i, j, d )e  R'~ avec (i, j, B) = ntd(d") et 
(0, j ' ,  C) = ntg(d"), nous poserons, Vs e {1 .... , k}, (0, j ' ,  C, s) 4~(d") = g((0, j ' ,  
C, s)6"(d")) off g est l 'homomorphisme d4fini sur V" par g(x) = 1 si x = 
(i, j, B, 1), g(x) = x sinon. 
Montrons, d'abord, que G~ est un (k -  1)-EDTOL-syst6me ultralin4aire. 
Prenons y e S(a")\T*.  I1 existe c~ e R'~* U R~+R~(R~\{f}) * tel que y = co~4~(a ). 
Si ~ ~ R~+, d'apr6s la construction de 4' en 1), (A", k)4~(c~)e N '  et y peut 
s'6crire (0, j, B, l)y~ "" (0, j, B, k- -  1)yk_x. Si d"~R~ avec ntg(d") = 
(0, j, B), alors, par d6finition de 4'~, z =y4"(d" )~ T*(i',j ', C, 2 )v ' *  avec 
(i!,j', C )= ntd(d"). Enfin, comme, pour tout %e(R~\{f})*, (i',j', C, 1) 
4'~(~3) = (i', j ' , C, 1) 4"(o~) E N, on en d4duit que z4~(% ) = z4"(a,) ne contient 
pas plus de k -  1 non-terminaux. Donc G~ est bien un (k -  1)-EDTOL- 
syst6me ultralin6aire. I1 nous reste 5 montrer que L(G~) = L(G"). Pour ce faire, 
il sumt de remarquer que u = (A', k) 4"(oz) ~ T* implique u = 1. De m6me, 
siy~ = (i,j, B, 1) 4"(4)  e T* avec i =/= 0, co'4'(~R ) = y~(i,j, B, 1) y~ et d'apr6s 
la proprift6 a), y~ -~ ]. | 
Nous pouvons en d6duire: 
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LEMME IV.15. Soient L 1 C_ T* 1 et L 2 C T~ deux LULT-langages tels que les 
alphabets T1, T~, {a, b} soient disjoints deux h deux. Alors pour tout entier 
k >~ 2, si (L1L~} ~ LULT(2k  - -  1), Pun des deux langages L1, L 2 appartient h 
LULT(2k  - -  2). 
Ddmonstration. L'id6e de la d6monstration est que pour obtenir une d6riva- 
tion de anxlx2b n avec x 1 EL 1 , x 2 eL2 et n suffisamment grand, il faudra, A un 
moment, faire apparaltre n m6me temps des "a"  et des "b" et donc que les k 
non-terminaux ne sont pas utilisables simultan6ment pour la d6rivation de 
xlx 2 . Soit G = (N, T, R, 6, w) un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n., r6duit, libre ~t 
droite qui engendre (L1L2) avec N = M × {1,..., k}, V = N w T, T = T 1 u 
T~ k){a, b} et nt(w)-= A. Pour i = 1, 2, consid6rons le k-EDTOL-syst~m 
u.s.f.n, l ibre  5 droite, Gi = (N, Ti ,  R, 4i ,  ~o) off, pour tout d ~ R, ¢i(d) est 
d6fini sur V i = N w Ti , par x¢i(d ) = hi(x¢(d)), h i &ant l 'homomorphisme 
d6fini sur If, par hi(y) = y si y ~ V~, hi(y ) = 1 sinon. I1 est clair que, pour 
i -~  1,2, L(Gi) =L~.  D'autre part, comme G est r6duit, 3p~N+ tel que 
Vy E S(G), I la(y) - -  lo(y)I < p. Prenons w = anxlx~b n avec x 1 ~L1, x 2 ~L 2 et n 
"suffisamment grand". Alors, tout ~ e R* tel que co¢(~) = w, se factorise en 
ala e avec w¢(cq) = z et 0 < la(z), lb(z) ~ n. Comme G est libre ~ droite et que 
l~(z) < n, z appartient 5 a*NV*b+N+. Supposons qu'i l  existe ~ e R* tel que 
! t t  ! tt c~ 2 = c~a2 et z 1 = z4(~'e)~ V*TI+T2*b*N. Alors z 1 se factorise en zlx2z 1 et 
x~eL'~ =Le~(a~). Dans le cas contraire, nous avons y = w61(~1)= hl(z ) 
t pt t NV*N,  y¢~(o@ = h~(w) =- x~ et pour toute factorisation de ,e en otee~z, yCx(ae) e 
V*~N ~ w "1"*. Donc x~ appartient ~L~ = (o~¢~(fl) s T*/pour tout pr6fixe fit de fl, 
~o¢(~i) ~ NV*~ N v VfN~ ~ T*). 
En utilisant la m~me technique que pour la d6monstration du lemme II.2, 
on peut, alors; construire, ~ part ir  de Gt ,  un kzEDTOL-syst~me u.s.f.n. G'~ = 
! t ! t 
(N~, T~,RI ,¢ '~,co~)  avec V~ =NIU T~, te l  que L(G'~)=L~ et S(G'~)C_ 
N£V~*N£v V[*N~ ~ v T* 1 et d'apr~s le lemme IV.14, L'x~ LULT(2k  - -  2). 
Nous obtenons donc LtL~ = L'~L~ v L~L'~, ce qui implique soit n t = L'z 
LULT(2k  - -  2), soit L~= L'~ e LULT(2h  - -  2). | 
Revenons maintenant h la d6monstration de la Proposition IV.13. Distinguons 
deux cas: 
l) r(L) ~ 2k -- l , alorsLcL ~ LULT(2k  - -  l) qui est clos par produit et 
L~ e LULT(2k)  qui est translatable. Donc 2k - -  1 ~< r(L~) <~ 2k. Supposons 
que r(L~) soit 6gaI h 2k - -  1. Si k = 1, ceci entralne queL  1 est rationnel ce qui 
est impossible puisque L~ est rationnellement sup6rieur ?~ {anbn/n >/0). Si 
k >~ 2, le lemme pr6c6dent implique L ~ LULT(2k  - -  2) ce qui contredit le fait 
que r(L) = 2k - -1 .  Donc r(L~) = 2k =- r(L) + 1. 
2) Si r(L) = 2k, alors d'apr~s la proposition IV.9, r(LcL) = 2k -t- 1 donc 
r(L~) >~ 2k + 1. Montrons que L t ~ LULT(2k  + 1). Soit G' = (N', T, R', ¢', 
w') un k + 1-EDTOL-syst+me u.s.f.n., l ibre h gauche et 5 droite qui engendreL, 
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avec N '  = M'  × {1 ..... k 4- 1} et V' = N '  v) T. Soit G" = (N", T, R", 4", w") 
un k 4- 1-EDTOL-syst~me u.s.f.n, qui engendre L avec N"  = M"  × {1 ..... 
k + 1}, V" = N"  w T, nt(oa") = A" et qui v&ifie: gd" ~ R", VB ~ M", (B, k 4- 1) 
4"(d") ~ N"  sauf si d" est une r~gle terminale avec ntg(d") = B. Supposons que 
N '~N"= ~ etR '~R"  = ~etposonsN=N'v)  N"vo{Z} × {1 .... , k4 -1}  
avec Z ¢ M '  u M", R = R' v9 R" ~ {d, , d~} avec d~ , d e ¢ R'  ~ R" et consid& 
rons le k 4- 1-EDTOL-syst&me ultralinfiaire G = (N, T k3 {a, b, c}, R, 4, co') 
off 4 est d~fini de la mani&re suivante: 
Soit d'une r~gle appartenant ~R' w R", avec ntg(d) = B. Si d est une r~gle 
non terminale de R', nous poserons pour tout j~{1 ..... k 4- I}, (B, j )4(d)  = 
(B, j )  ¢'(d). S id  est une r~gle terminale de G', (B, 1) 4(d ) = (Z, 1)c et g j~ 
{2,.., k 4- 1}, (B, j) 4(d) = (Z, j) .  Si d est une r&gle de G", Vj ~ {1,..., k 4- 1}, 
(B , j )  4(d) = (B, j )  ¢"(d). Enfin posons (Z, 1) 4(d~) = a(Z, 1), (Z, k 4- 1) 4(dl) = 
b(Z, k 4- 1), gj e {2,.., k}, (Z, j) ¢(d~) = (Z, j), (Z, 1) ¢(de) = (A", 1)--- (A", k), 
(Z, k + 1) 4(de) = (A", k + 1) et gj ~ {2,..., k}, (Z , j )  4(d~) = 1. 
I1 est, alors, facile de v6rifier que G est un k 4-1-EDTOL-syst~me ultralin6aire 
libre 5 droite qui engendre L~. Donc r(L~) = 2k 4- 1 = r(L) + I. | 
La proposition IV.13 n'est plus v6rifi6e si nous remplagons l'op6ratiorl 
"chevron" par l'opfration "crochet". Si r(L) = 2, nous obtiendrons r(L~) = 4 
avec L~ = (LcL)2. Montrons en effet: 
PROPOSITION IV.16. Soient les langages L C_ T*, L 1 = (L)~ = (wx~R/x eL ,  
w ~ {a, b}*} et L e = (LcL)e avec T n {a, d, b, b, c} = ~.  AIors L 1 ~ LULT(3)  
si et seulement siL est un langage algdbrique liniaire et L 2 ~ LULT(3) si et seulement 
si Les t  rationnel. 
Ddmonstration. Supposons qu'il existe un 2-EDTOL-syst&me u.s.f.n. 
G' = (N, T', R, ¢', ~o) r~duit, libre 5 droite qui engendre L 1 avec N = M × 
{1,2}, V=Nv3 T', T '=  Tu{a ,  d,b, /~} et co =(A ,  1)(A, 2). Considfirons 
G = (N, T, R, ¢, ~o) off ¢ est d~fini par: VdE R, Vu ~ V = N vO T, u4(d ) = 
hr(u4'(d)) off h r est l 'homomorphisme dffini sur V' par hr(x) = x si x ~ V, 
hT(X ) = 1 sinon. Enfin, posons M'  = {B ~ M/gee ~ R*, (B, 1) 4(ee) e T*(N  v3 
{1}) T* et (B, 1)(B, 2) ~ S(G)} et pour tout B ~ M', GB d~signera le 1-EDTOL- 
syst&me ultralinfaire (N, T, R, ¢, (B, 1)). I1 existe n o ~ N+, tel que pour tout 
y ~ S(G), ! la(y ) - -  la(y)] et [ I~(y) --  l~(y)[ sont inffrieurs ~ n o . Donc pour tout 
w -= anb~x6~d n avec x eL,  et n, p "suffisament grand", tout ee ~ R* v6rifiant 
m4(ee) = w se factorise n %% tel que Yl = ~°4'(%) v6rifie 
1) la(y~), la(yl), /b(Yl), Ib(Yl) % n, 
2) la(yi) la(yl) @ /b(Yl) Ib(Yl) =/= O. 
Distinguons deux cas: 
Si l~(ya) la(yl) =/= O, Yl est 6gal 5 a~(B, 1) /JJd~(B, 2) avec B = nt(y~) i, s ~ 0 
et j < p. Donc (B, 1) 4'(%) ~ a+b+T*b+ et x = (B, l) 4(%) eL(GB). De plus 
643/42.fz-7 
220 MICHEL LATTEUX 
~o¢(al) ~ (B, 1)(B, 2) et comme G est libre 5 droite V 7 ~ R*, (B, 1) 4(7') ~ T* 
(N u {1}) T*, donc B ~ M' et L(GB) est un langage lin6aire. 
Si lb(yl) l~(yl) ~ 0, Yl est 6gal h ai(B, 1) bJx~*(B, 2), et x appartient ~t Lag(G) 
qui est aussi un langage lin6aire. 
Donc L = Lao(G ) u (U~M" L(GB)) est un langage lin6aire. 
R6ciproquement, si Les t  un langage lin6aire, L 1 = (L)2 est lin6aire donc 
appartient ~t fortiori h LULT(3) .  Supposons, maintenant, que L 2 -~ (LcL)2 
appartienne ~ LULT(3) .  Alors, d'apr~s la premiere partie de la proposition, 
LcL est lin~aire et d'apr~s Greibach (1966), Les t  rationnel. Enfin, si L est 
rationnel, LcL est encore rationnel, L 2 = (LcL)2 est lin6aire donc appartient 
LULT(3) .  | 
Si Les t  un LULT- langage de rang 2, LcL est de rang 3 (proposition IV.9) et 
nous avons 3 ~ r(L2) ~ 4, mais d'apr~s la proposition pr6c6dente r(L) est 
diff6rent de 3, donc: 
COROLLAIRE IV. 17. Soit L C T*, un LULT-langage de rang 2, avec T (~ 
{a, d, b, b, c} = 25. Alors le langage (LcL)2 est de rang 4. 
Cependant d~s que le rang de Les t  diff6rent de 2, la proposition IV.13 reste 
v6rifi6e. 
PROPOSITION IV.18. Soient L C T* un LULT-langage de rang diffdrent de 2, 
a, g, b, b, c des lettres ~ T. Alors le langageL 1 = (LcL)2 est de rang r(L) -}-1. 
Ddmonstration.' Distinguons deux cas: 
1) Si la rang de Les t  impair, posons r(L) ~ 2k @ 1. Comme/-'1 est 
rationnellement supfrieur au langage <LcL}, nous avons, d'apr~s la proposition 
IV.13, 2k + 2 = r((LcL>) ~ r(L1) ~ 2k + 2. Donc r(L1) = 2k + 2 = r(L) +1.  
2) Si le rang de Les t  pair, posons r(L) = 2k avec k >/2.  Alors, d'apr+s 
la proposition IV.9, 2k + l ---- r(LcL) ~ r(L1). I1 nous reste ~ montrer que L 1 
appartient ~ LULT(2k  + 1). Soient G' et G ~' les deux k + 1-EDTOL-syst~mes 
ultralin6aires construits lors de la d6monstration de la proposition IV.13. Posons 
M = M'  • M" u {Z} off Zest  un nouveau symbole, N = M x {1,..., k + 1}, 
R = R' k) R" u {d~, d2, d3} avec dl, d2, d s ~ R' t3 R". Consid6rons le k + 1- 
EDTOL-syst~me ultalin6aire G = (N, T k) {a, ~, b, b, c}, R, ¢, ~o') off ¢ est 
d6finie de la mani~re suivante: 
- -  Pour toute r~gle d de G" (non terminale de G'), ¢(d) est d6fini comme dans 
la d6monstration de la proposition IV.13. 
- -  Si d est une r~gle terminale de G', avec ntg(d) = B, posons (B, 1) ¢(d) ~- 
(Z, 1), V/s{2,..., k} (B, i) ¢(d) = 1 et (B, k @ 1) ¢(d) = c(Z, 2) "" (Z, k + 1). 
Enfin, posons pour tout i ~ {1, 2} et j ~ {3 ..... k -t- 1}, (Z, j )  ¢(di) = (Z, j )  
et (Z, 1) ¢(dl) = a(Z, 1), (Z, 2) ¢(dl) = (Z, 2)~, (Z, 1) ¢(d~) = b, (Z, 2) ¢(d2) = 
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(Z, 2)/~, (Z, 1) ¢(d~) = 1, (Z, 2) ¢(da) -- (A", 1) -.. (A", k), (Z, k + 1) ¢(da) = 
(A", k 4- 1) et Vj ~ {3,..., k}, (Z, j )¢(d~) = 1. 
I1 est ators facile de vfrifier que G est un k 4- 1-EDTOL-syst+me ultralinfaire 
libre 5 droite qui engendre L 1 . | 
Comme (Lc)* est rationnellement supfrieur fi LdLcLdL off d est un nouveau 
symbole, nous en dfduisons: 
COROLLAIRE IV.19. Soient L C_C_ T*, un LULT-langage de rang ggal ~ 2k 
ou 2k 4- l,a, b, ~, b, c des lettres ~ T, L1 : <(Lc)*) et L 2 = ((Lc)*)2. dlors 
r(La) = r(L2) = 2k + 2. 
Soient ~ et ~2 deux families de langages. Nous dirons que ~ estferm~ par 
crochet si L ~ ~ implique (L)z e &° 1 et [~]  dfsignera le plus petit c6ne rationnel 
contenant £¢1, fermf par union et crochet. 
Un substitution s dffinie sur un alphabet Test  une c~2-substitution si pour tout 
a ~ T, s(a) e ~2.  Posons, de mani~re classique, d¢ 1 ~ d¢ 2 = {s(L1)/L 1ff  ~1 et s 
est une ~°2-substitution } et Fin = la famille des langages finis. 
La famille des langages ultralinfaires d'ordre p, notre ULT(p)  a fit4 dffinie 
(Boasson, Crestin et Nivat, 1973) par induction en posant ULT(1)  = Lin et 
ULT(p  + 1) = [Fin [] ULT(p) ] .  Nous avons alors: 
PROPOSITION IV.20. Pour tout p e N+, ULT(p)  est inclus dans LULT(2p)  
et Vk E {1,..., 2p}, il existe clans ULT(p) ,  un LULT-langage de rang k. 
Dgmonstration. Raisonnons par induction sur p. S ip  = 1, nous avons 
ULT(1)  ~ LULT(2)= ~,qin. Supposons la proprift6 vraie pour p. Alors 
Fin [] Ult(p) est inclus dans LULT(2p  + 1) qui est fermf par produit et 
ULT(p  4- 1) est inclus dans LULT(2p  + 2) qui est ferm6 par crochet. Enfin, 
soit L _C T* un langage appartenant 5 ULT(p) ,  qui est un LULT- langage de 
rang 2p, a, b, c des lettres 4 T. Les langages L 1 = <LcL) et L 2 = <LcLcLcL) 
appartiennent fi ULT(p  + 1) et d'aprfs la proposition IV.13, r(L1) = 2p + 1 
et r(L2) = 2p 4- 2. | 
La proposition prfcddente ntralne imm6diatement que tout c6ne rationnel 
contenant les langages ultralin6aires et inclus dans LULT  est non principal. 
En particulier, comme ~(~in) ,  la famille des langages quasirationnels est 
incluse dans LULT ,  nous avons: 
COROLLA_IRE IV.21. II n'existe pas de cdne rationnel principal indus clans la 
famille des langages quasirationnels et contenant ousles langages ultralindaires. 
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V. CALCUL DU RANG DE LA SUBSTITUTION MARQUEE 
Soient L'  C_ T'* etL" C T"*, deux langages non vides d6finis sur des alphabets 
disjoints et r, la substitution d6finie sur T '  par z(a) = aL", Va ~ T'. Alors z(L'), 
l ' image de L'  par la substitution ~, not6e s(L', L") est appet6e la substitution 
marqu6e de L" dans L'. Cette op6ration est tr~s "representative" de la sub- 
stitution et permet, en particulier, de construire des g6n6rateurs pour le e6ne 
rationnel ~ []  ~q° 2 des images de langages de ~ dans une ~-substitut ion, 
5¢ 1 et cp~ 6tant deux c6nes rationnels principaux (of. Ginsburg, 1975). C'est 
aussi en utilisant cette op6ration que S. Greibach (1970) a montr6 clue si 5f. est 
un c6ne rationnel dos par union, c~ est dos par substitution si et seulement 
si ~ []  ~ est dos par substitntion. Nous allons montrer, dans cette section, que 
pour deux LULT- langages L', L" d6finis sur des alphabets disjoints, le rang du 
iangage s(L', L") ne d6pend que de r(L') et r(L"). Montrons d'abord: 
LEMME V.1. Soient les langages non vides L' C T'*, L" C T"* avec T'  (5 
T" = ~ et L -~ s(L', L"). Alors, si L' ~ LULT(k ' )  et L" ~ LULT(2k"  -- 1), 
L appartient i~ LULT(k '  + 2k" -- 2). 
Dimonstration. Soit G' = (N', T', R', ¢', o/) un k-EDTOL-syst&me u.s.f.n. 
(libre ~ droite) qui engendre L '  avec N '= M'× {1 .... , k}, V' =-N 'U  T', 
nt(o/) = A' et k '=  2k (k '=  2k - -1 ) .  On peut supposer, sans nuire 5 la 
g6nfralit6 de la d6monstration, que pour tout r+gle lin6aire d' de G', il existe 
i ~ {1,..., k} tel que (B', i) ¢'(d') ~ N'T '  k9 T 'N '  et pour tout j ~ {1,..., k}\(i}, 
t t  t t  t t  tt (B ' , j )¢ ' (d ' )eN '  o6 B '=ntg(d ' ) .  $oient Ga=(N~,T ,Ra ,¢ '~,ooa)  et 
tt  G~ = (N~, T", Rg, ¢ ; ,  ~o~) des k -EDTOL-syst~me u.s.f.n., respectivement 
libre A droite, libre 5 gauche qui engendrent L" avec N~ = M~ × {1 .... , k"}, 
A~' = 3//;' x {1,..., k"~,, n a" : :  nt(wa) , "  Ag" = nt(w"o), tels que les ensembles M',  
m;, M;, R', R;, R; soient disjoints deux ~ deux. Posons T --  T 'u  T", 
N : N '  W N '  x (Mg ~A )~I'~ U N'~) u T'  x N '  x N'~ , R = R' tA R a et V= 
NU T. Pour tout X~N'u  T 'X  N' ,  l 'homomorphisme h x est d~fini par 
hx(a) : a, Va e T et hx(Y ) = (X, Y)  pour tout Ye  N~ u N£'. Consid~rons, 
alors, le syst~me G : (N, T, R, ~, w') off ¢ est d6fini de la mani&re suivante: 
- -  Pour route r~gle non lin6aire d' de G', ¢(d') est 6gal ~ ¢'(d') sur N' .  
- -  Soit d' une r+gle lin6aire de G' avec B' = ntg(d'), C' : ntd(d') et (B', io) 
¢'(d') =yEN'T 'u  T 'N' .  Si y : a(C', io), posons (B', i0)¢(d') : ah(c.~o) 
Bt  • t * (~o~) et ( , j )¢ (d ' )  == (C , j ,  Aa) pour tout j~{1,...,k}\{io}. Si, par eontre 
y (C', io)a, posons (B', io) ~(d') = (~.c .@( , )  et (B', j )  ¢(d') = (C,  3, A~), 
pout" tout j ~ (1,..., h}\{i0}. 
tt t t  
- -  Soitd" une r~gle non terminale de R a k3 R o avec B" =: ntg(d") et C" = 
ntd(d"). Alors, pour tout X ~ N' ,  posons (X, B")¢(d") = (X, C"). Si d"c  R~, 
VXeN'  et gj~{1,..., k"}, posons (X, B",j)ck(d") = hx((B",j)¢a(d")) et si 
d # ~ R ; ,  V Y ~ T '  × X '  et ~j 6 { 1,..., k"}, posons (Y, B", j )  dp(d") == hu((B" ,j) ~(d")). 
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tt - -  Enfin, soit d" une rbgle terminale de R~ u R 0 avec B" = ntg(d"). Alors, 
pour tout X E N ' ,  posons (X, B") ¢(d") = X. Si d" ~ R~,  VX E N' ,  (X,  B", h") 
d)(d")= X et (X ,B" , j )¢ (d" )= I, V jE{1 , . . . ,h" - -  I}. Si d" ~R'~, ga~T' ,  
VX  ~ N' ,  (a, X ,  B", 1) ~(d") ~ Xa et (a, X ,  B", j )  ¢(d") = I, Vj ~ {2,..., k"}. 
Nous laissons, au lecteur, le soin de v6rifier que G est un (h q- k" - -  1)- 
EDTOL-syst+me ultalin6aire qui engendre Let  qui est l ibre ~t droite si G' est 
l ibre ?~ droite. Donc L appart ient 5 LULT(h '  -< 2k" - -  2). | 
En particulier, si L" est un langage rationnel, L = s(L', L") appart ient 5 
LULT(k ' ) ,  ce qui impl ique r(L) = r(L'). Considfirons, maintenant,  le cas off L '  
est rationnel. S iL '  ={1},  a lo rsL  =(1}  e t r (L )  = 1. S iL 'CT '~d{1}etL ' (5  
T'  ~ ;~, r(L) = r(L"). Enfin si L' r~ T 'T ' -  est non vide, il est clair que Lest  
rat ionnel lement sup6rieur ~ L"cL" avec c ¢ T". Donc si r(L") = 2k ou 2k q- l ,  
nous avons r(L) >/r(L"cL") = 2k q- 1, et comme LULT(2k  @ 1) est clos par 
subst itut ion dans un rationnel, r(L) 2k -;- 1. Nous supposerons, dans la suite, 
que L' et L" sont des langages non rationnels. I1 s'agit, maintenant de trouver 
une borne inf~rieure, pour le rang du langage s(L', L"). Pour cela, nous aurons 
besoin d 'un  r6sultat concernant les k -EDTOL-syst6mes u.s.f.n, engendrant des 
langages de rang queleonque inf6rieur ou 4gal 5 2k. 
LEMMe V.2. Soit G ~ (N, T, R, 4, oJ) un k-EDTOL-syst~mes u.s.f.n, avec 
V = N u T, qui engendre un langage L de rang 2k' ~- 1 avec 1 ~ k' ~ k - -  l. 
Alors Vp ~ N + , 3y eL  tel que pour tout ~ E R* vgrifiant ~o¢(c 0 = y, il existe une 
factorisation de ~ en ~1%, telle que Yl = w~(~l) s gcrive X lu  s "" Xz:,uk.XT~,+l 
avec Vie{1 .... , k'}, u ie  TPT * et VjE{1 ..... h' + 1}, XjE  V*NV* .  
Ddmonstration. Raisonnons par l 'absurde et supposons qu' i l  existe p E 
tel que Vy eL ,  3~ ~ R* tel que w¢(c~) = yet  pour toute faetorisation ~ asa2, 
3'1 = °J¢(as) s'6crive usX a "" u~,Xk,u~,+s avec We{ l , . . . ,  k' + 1}, ui~ T* et 
Vj E {1 ...... k'}, X~ ~ V* \V*T~V *. Montrons,  que dans ee eas, on peut construire 
un k ' -EDTOL-syst+me u.s.f.n, qui engendre L. Posons N = M × {1 ..... k}, 
nt(w) = A,  Z = {y  ~ NV*  8~ V 'N i l (y )  ~ kp}, M'  ---- {(Ys ,..., Yz~') ~ Zk'/Ys "'" 
Yk' : (B, l )  u~ "" u~._~(B, k) avee BcM et V ie{I , . . . ,  h - -  1}, u~E T*}, N '  -~ 
({A'} u M ' )× {t ..... k'} off A '  est un nouveau symbole, V ' - - - -N 'W T et 
I ----- {(i s ..... ie,) E Nk'/ i  s < i 2 < "" < i k, : k}. Nous d6signerons respective- 
p t t ment par Ro, R set  R 2 les ensembles {r~/i~ I}, {(d, y)/d est une r+gle terminale 
de G, 3v = (Ys ,.-., Yk ' )c  M '  et ntg(d) :  nt(yO} et {(d, y)/d est une r~gle 
lin6aire de G, y : (Ys ..... y~,) E M' ,  ntg(d) = nt(ys) et Vi ~ {1 ..... k'}, y~¢(d) 
T*ZT*}.  Pour d ER et 37 : (Ys , - . . ,Yz~')~M',  notons K(d ,~)  l 'ensemble 
{~ = ( is , . . . ,  i~,) ~ ~/v j  ~ (1, . . . ,  ~'}, ~N((y~ " y~) ¢(d)) ~ {0,  is . . . .  , i~,}}. 
Considfrons,  alors, G'  = (N' ,  T, R', ¢' ,  w') le k ' -EDTOL-syst~me u.s.f.n. 
t t t 
avee nt(w') = A' ,  R '  = R o w R s w Rz w R~ , R a ~tant ~gal ~t {(d, 37, i) E R × 
M'  ×I /d  est une r+gle de transit ion de G, y ---- (Ys ..... y~) avee ntg(d) ~ nt(y l )  
et i E K(d, ~)} et off 4 '  est d6fini de la manibre suivante: 
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Soit r~aR '  0 avec ~=( i  1 .... ,@) .  Alors, V ja{1 .... ,k '},  posons y~ =(A ,  
ij_l -b 1) "" (A, ij) avec i o ~- 0 et (A',j)q~'(r~) = (~, j )  avec y = (Yl ,...,Yk'). 
Soit (d, ~) e R '  1 u R'z avec ~f = (Yl ..... Yk') et ntg(d) = nt(yl)  = B. Si d est 
une r+gle terminale, posons Vj c {1 .... , k'}, (y ,  j )  4;(d, a)) = y/o(d). Si d est une 
r&gle lin6aire, Vj e {1 .... , k'}, yj~(d) peut se factoriser en u~zj% avec uy j  e T* et 
z 5 e Z. Posons, alors, e = (z~ ..... z~,) et Vj ~ {1,..., k'}, (y,  j)qV(d, y) = u~(~, j )v ; .  
Soit (d, ~, i) ~ R'  a avec ~ = (Yl ..... y~,), ntg(d) = nt(y~) = B, ntd(d) = C, 
=( i  a ..... i~,) et V je{1, . . . ,k '} ,  y/~(d) =z~.  Pour tout je{1  .... ,k '},  nous 
t ! d6finirons z~- comme l 'unique sous-mot de z' = z~ "-" z~. appartenant ~ (C, 
ij_~ + 1) V* ~ V*(C, i~) avec i 0 = 0. Posons, alors, g = (z~ ..... z~,) et pour  
tout j 6 {1 .... , k'}, ( Y, J) 6'(d, y, ~) est l 'unique mot  z~.' appartenant 5 T* u 
t {(~, j ) / j  e {1 ..... k'}}* tel que g(z]) = Z~ off g est l 'homomorph isme d6fini sur V' 
par g(~, j )  = z j ,  Vj e {1,..., k'}, g(x) = x ailleurs. 
Par construction, L(G')  est inclus dans L. D 'autre  part, pour tout y eL(G) ,  
consid6rons a ~ R* v6rifiant l 'hypoth&se pos6e au d6but de la d6monstrat ion et 
t y '  = o~(~')  of~ ~' est un facteur initial de ~. Alors, y '  se factorise en uxy ~ ". 
! t y'~.@+~ avec ulu~ "" u~.+~  T* et Vj ~ {1,..., k'}, y~ e Z. Comme les r~gles de 
transit ion de G'  permettent  de regrouper les non-terminaux,  on peut montrer  
par r~currence que , (y ,  ]) -- ( J ,  ~') u~,+, ~ S(~') avec y' = (y, YD- 
I1 est, alors facile d 'en d6duire queL  = L(G')  et donc le rang deL  est inf6rieur 
2k' @ 1, d'ot) la contradiction. | 
En faR, c'est le r6sultat suivant que nous uti l iserons expl ic i tement pour la 
d6monstrat ion du lemme V.5. Ce r6sultat se d6duit imm6diatement du lemme 
pr6c6dent. 
COROLLAIRE V.3. Soit G = (N, T, R, 6, ~) un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n. 
qui engendre un langage L de rang 2k' + 1 avec k' >/ 1. Alors, Vp e N+, ~y eL  
tel que pour tout c~ ~ R* vgrifiant oJ~6(~) = y, il existe une factorisation ~ = ~1%% 
telle que Yl = oJ6(%) puisse s'&rire ul(B , il) "" u~,+l(B , ik'+,) u~,+~ avec Vs e 
{1,..., k' + 1}, IN((B, i,) ~(%)) > 0 et ~t E {1,..., k' + 1}, l((B, it) (~(~)) > p. 
Consid6rons, maintenant,  un k -EDTOL-syst6me u.s.f.n., r6duit G = (N, T, 
R, q~, co) qui engendre L = s(L', L") avec L' C_ T'*,  L" CC_ T"*, T'  ~ T . . . .  ;g et 
T = T 'k )  T". Montrons qu'5 part ir  de G, nous pouvons construire un k- 
EDTOL-syst~me qui engendre L" en 6tant "structurel lement tr~s proche"  du 
syst~me G. De fagon plus pr6cise, posons N = M × {1 ..... k}, V = Nk9 T, 
A:nt (o J ) ,  m" :{ l , . . . , k+ l ,  1, . . . , /~}×{0, . . . , k , l , . . . , k}×m et N"=-  
M" × {1,..., k}. L 'homomorph isme g, projection de N" dans N, est d6fini sur 
V" = N" w T par g(a") = a", Va" e T" et g(s, t, B, i) = (B, i), V(s, t, B, i) E 
N". Enfin, l 'homomorph isme h est d6fini sur V = N k9 T par h(a) :  1, 
Va ~ T et h(b) = b, Vb ~ N. Nous pouvons, alors, 6noncer: 
L~MME V.4. II existe un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n. G" = (N" u (o/'}, T", 
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R", ¢", J )  engendrant L" et un homomorphisme strictement alphaMtique 0 de R"* 
dans R*  tels que: Si  ylxy2 = (B, i) ¢(~) avec (B, i) c N, o~ ~ R*, y l  ~ V*T ' ,  
x ~ T"* et y~ ~ T 'V* ,  alors il existe ~" ~ R"* tel que: 
a) O(e~") = c~ et (i, i, B, i) ¢"(~") = h(y~) xh(y2), 
t t  t!  b) Si ~" =oqaz" " et ( i , i ,B , i )¢"(a~')  =zzu" "z~" avec z 1, z 2~N"*  et 
u" ~ T"V"*  c5 V"*T",  alors (B, i) ¢(0(c~)) = zlg(u" ) z z avec h(zl) = g(zl) et 
h(z2) = g(z~). 
Ddmonstration. Nous ne donnerons qu'une id6e de la construction du 
syst6me G", la dfimonstration eompl6te de ce lemme demandant, malheureuse- 
ment, trop de place. Ceci est dfl au fait qu'i l  faut envisager tousles cas possibles. 
Nous allons dfifinir simultanfiment R", ¢" et 0. 
Pour tout X =- (B, i) ~ N, rx sera une r6gle de G", done r x ~ R" et nous 
poserons J¢ " ( rx )  = (i, i, B, i) et O(rx) = 1. 
Soient d une r+gle non terminale de G avec ntg(d)= B, n td(d)= C et 
(p,  q, B) un ~16ment de M"  avec p = s ou ~, q = t ou {, t > s. Alors, V/ 
{1,..., k}; nous poserons (p; q, B, i) ¢"(d, p; q) = t~.qoh((B, i) ¢(d)) off t~,q est 
l 'homomorphisme dfifini sur V par t~,~(X) = ( p, q, X )  = ( p, q, D, i), VX  = 
(D, i) e N,  t~.q(a) = a, Va ~ T et O(d, p, q) = d. 
So i td  une r6gle terminale de G avee ntg(d) = B. Alors, Vi, j, s ~ {0,..., k + 1} 
tels que (i, j, B, s) ~ N", nous poserons (i, j, B, s) ~"(d, i, j )  = 1 et O(d, i, j )  = d. 
$oient d une r+gle lin~aire de G avee ntg(d) = B, Vs c {1 .... , k}, (B, s) ¢(d) = 
u~(C, s) v~ et deux entiers i, j appartenant ~(1,2,  k}, i ~< j tels que Vs e {i ..... i}, 
u~v~  T"*. Alors, nous poserons O( d, i, j )  = d, Vs ~ {i,...,j}, (i, j, B, s) ¢"(d, i, j )  = 
u~( i , j ,C ,s )  v~ et Vs~{1, . . . , i - -  1}w{j+ 1,...,k}, ( i , j ,B , s )  O"(d, i , j )  =- 
(i, j, C,:s). 
Distinguons trois cas: 
t tt a) Le mot vi se factorise en v;v[: avec v i E T*T '  et v i ~ T"*. Alors, posons 
O(d, i , j )  = d, (i, j, B, i) ¢"(d, f, j )  = ( i÷  1 , j ,C , i )  v;:, Vs ,{ i - ?  1,...,j}, 
(i , j ,  B, s)¢"(d, ~,j) = u~(i + 1,j,  C, s) v~ et Vs ~ {1 ..... i - -  1} w {j  + 1,..., k}, 
U, J, B, s) ¢"(d, i, j )  = (i + 1, j, C, s). 
b) Le mot u~v~ appartient a T"*. Alors, posons O(d, f, j )  = d, (i, j, B, i) 
¢"(d, i , j )=  (i,j, C, i) v~, Ys e {i + 1 ..... j}, (i,j, B, s) ¢"(d, f, j )  = u~(f,j, C, s) % 
etVs~{I  .... , i - -1}w{j+ 1 .... , k} , ( i , j ,B , s )¢" (d , f , j )  =( f , j ,  C,s).  
c) Le  mot v~ appartient ~ T"* et u~ se factorise en u~u~' avee u~ ~ T*T '  et 
u£: ~ T"*. Alors, posons O(d, i, j )  = d et dffinissons 6"(d, ~, j )  comme au point 
pr6e6dent. Posons, aussi 0(d, i , j )  = d, (i, j, B, i) ¢"(d, i , j )  = u~(i,j, C, i) v~, 
Vs ,{ i+ 1 .... , j}, (f, j, B, s) ¢"(d, f, j )  = u~(i,j, C, s) v, et Vs~{1 .... , i - -  1}w 
{ j  + 1,..., ~}, ( i , j ,  B, s) ¢"(d, i , j )  = (i, j ,  C, s). 
Soient d une r~gle de transition de G avee ntg(d) = B, deux entiers i, j 
{1,..., k} avec i ~ j .  Prenons i '  = 1 + l(((B, 1) -" (B, i - -  1))¢(d)), j '  = k - -  
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l ( ( (B, j  4- 1) ' "  (B, k)q~(d)) et i" = l((B, i)~(a)). Nous poserons, alors, O(d, i , j )  = 
d, Vs ~ {1 ..... k}, (i,j, B, s) ~"(d, i , j )  = t i .#((B , s) ~(d)) et Vr e {i',..., i '  4- i" - -  1}, 
o(a, i, j ,  r) = a et (i, j, B, s) ~"(d, i, j ,  r) = tr#((B,  s) ~(d)). 
Pour route r+gle d non terminale de G avec ntg(d) = B et pour tout i ~ j ,  
i, j E {1 ..... k}, on pourra dff inir de mani+re sym~trique les r&gles de G" qui 
"s 'app l iquent"  aux non-terminaux (i, L B, s) avec s ~ {1,..., k}. Ceci permet aussi 
de dfifinir les rbgles de G" qui s 'appl iquent aux non-terminaux (i, ], B, s) avec 
i < j et s E {1 .... , k}. I1 reste 5 dfifinir les r+gles de G" qui concernent les non- 
terminaux (i, i, B, s) avec i, s ~ {1,..., k}. 
Soient dune  r+gle de transit ion de G avec ntg(d) = B et i E {1,..., k}. Posons 
i' = l(((B, 1) "" (B, i - -  1) ~(d)) 4- 1 et i" -= l((B, i) ~(d)). Pour tout j ' ,  j "  
{i', .... i' 4 - i " - -  l} avec j '  <~j", posons O(d , i , i , j ' , j " )  =d  et Vs~{1 .... ,k}, 
(i, i, B, s) (o"(a, i, ~, j ' ,  j") = t rd , ( (B,  s) ~(d)). 
Soient un entier i ~ {1 ..... k} et d une r&gle lin6aire de G avec ntg(d) = Bet  
Vse{1 ..... k}, (B ,s )¢ (d)=u, (C ,s )%.  Posons O(d, i , i )  =d ,  ( i , i ,B , s )  
¢"(d, i, i) = (/, i, C, s), Vs e {1 .... , k}. Si ui se factorise en u'iug avec u; ~ T*T '  
et ug E T"*, nous poserons O(d, i, i, i) = d, (i, i, B, i) ¢"(d, i, i, i) = ug(i, i, C, i) 
et Vs E {1,..., i - -  1, i + 1,..., k}, (i, i, B, s) ¢"(d, i, i, i) = (i, ~, C, s). Si vi = 
' " / T"* " ViV i avec v i ~ et v i ~ T 'T* ,  on d~finit de mani&re sym6trique une r+gle de 
G". Si, 5 la fois, ui et v i se factorisent comme ci-dessus, on d6finit une r~gle de G" 
qui conjuge l'effet des deux r+gles d6finies ci-dessus. Enfin, si u~ se factorise en 
t tt t tt t tt v t l  tt uiuiu i avec u i ~ T*T ' ,  u i @ T"* et u i E T 'T* ,  posons O(d, i, 2, u i , i 4- 1) = d, 
( * , i ,B , i )6" (d , i , i ,u  i i+  1) =u"t i  ", . i ,  + l , i ,C , i )  e tVse{1, . . . , i - -  1, i4 -  l .... ,k}, 
(i, 2, B, s) 6"(d, 2, 2, u~", i 4- 1) = (i + 1, i, C, s). Nous faisons une construction 
sym6trique pour tout sous-mot de v i appartenant h T 'T"*T ' .  
Essayons, maintenant,  d'expl iquer,  grosso modo, ce que repr6sentent les 
marquages des non-terminaux que l 'on fair dans le syst+me G". Si X = (p ,  q, 
B, s) avec p = i ou 2, q = j ouL  s > j  ou s < i, alors X n'est  plus "ut i le" ,  
e 'est-h-dire que pour tout ~"eR"* ,  X6(~")e  N"*. Si X = ( i , j ,  B, s) avec 
i ~< s ~<j, ouX = (2, j ,  B, s) avee i  < s ~<j, ouX = (i, L B, s) avec i ~< s < j  
ou X ~ (i,], B, s) avec i < s < j  alors on ne peut "s imuler"  dans G" 5 part ir  
de X que des d6rivations dans G ~ part ir  de (B, s) qui ne font apparaltre aueune 
lettre de T". Plus pr6cis6ment, X6"(~") =- w" ~ T"* si et seulement si (B, s) 
~(0(~")) = w". Si X = (2, j ,  B, i) avec i ~<j, ou X = (2,L B, i) avee i < j ,  
XO"(~" ) = w" ~ T"* si et seulement si (B, i) ~b(0(~")) = w' w" avec w' ~ T*T ' .  
Si X = (i, L B, j )  avee i ~ j ,  ou X = (i, L B, j )  avec i < j ,  on a un r6sultat 
sym6trique. Enfin, si X = (i, 2, B, i), X~"(~") ~- w" E T"* si et seulement si 
t t (B, i) ~(0(~")) = wlw' "w e' avec w~ ~ T*T '  et w e ~ T 'T* .  A l 'aide de ces consid&a- 
tions, on peut, alors montrer  que le syst+me G" v6rifie bien les propri6t6s 
finonc~es dans ee lemme. | 
Consid&ons,  maintenant,  les trois LULT- langages  L'C_ T'*,  L "C  T"*, 
L = s(L', L") avec T '  ~ T" = N, r(L') = 2k' 4- 1 et r(L") = 2k". Montrons 
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que le rang de L est sup6rieur ou 6gal ~t 2k' @ 2k" -t- 1. Soit, en effet, G = 
(N, T, R, ~, co) un k-EDTOL-syst~me u.s.f.n., rfiduit qui engendre L avec 
T = T '~ T", N = M × {1,..., k} et A = nt(co). Consid~rons le k-EDTOL- 
syst~me ultralin6aire G'= (N, T', R, cy, co) qui est d6fini par: ~/Xa V '= 
N k9 T', Vd ~ R, X¢ ' (d)  = h'(Xc}(d)) off h' est l 'homomorphisme dfifini sur V 
par h'(a") = 1, Va" E T", h ' (X)  = X,  VXa  V\T". I1 est clair que le syst~me G' 
est r6duit, sous forme normale et engendre L'. Le corollaire V.3 peut, alors, 
s'appliquer ~ce syst6me t il existe y ~ L' qui vfirifie les propri&& finonc6es dans 
ce corollaire avec p = 2k"+ 2. Soit G", le k-EDTOL-syst&ne ultralin&ire 
construit 5 partir de G, comme au lemme pr6c~dent, qui engendre L". Etant 
donn6 que L" est de rang 2k", il existe x eL"  v6rifiant la propri&6 suivante: 
(*) Pour tout r x a R", c~" c R"* tels que co"¢"(rxcU ) -= x, il existe une 
tt  tt  t t  tt  t t  t t  factorisation c~"= ~1% telle que x"= ~o ¢ ( rx~)  v6rifie: soit 1N'(X")> k ,  
soit IN(x") = k" et x" ~ T"V"*T" .  
Le mot z = s({y}, {x}) appartient 5 L = s(L', L"). Soit ~ E R* tel que 
~o¢(a) = z. Comme ~oqV(c~) = y, il existe une factorisation de ~ en ~1~2% tetle 
que, pour Yl = ~°¢'(~1) avec nt(yl)  = B, il existe des entiers 1 ~ i 1 ~< "- ~< 
i~,+~ < k, (B, i j )¢ ' (%)~ V ' *NV '* ,  Vje{1 ..... k ' -k  1} et il existe t tel que 
l(u') = p = 2k" -k 2 avec u' = (B, it) ¢'(a2). Consid6rons le mot u = (B, it) 
q~(c~) et distinguons deux cas: 
l) l~v(u) est sup6rieur ~ k'. Dans ce cas, le mot co¢(~l~) contient au moins 
k' @ k" - -  1 occurrences de non-terminaux, donc k >~ k' @ k" @ 1. 
2) l~(u) est inf6rieur ou 6gal 5 k". Comme le mot u', obtenu ~t partir de u 
en effaqant les lettres de T", est de longueur 2k" ~- 2, u poss~de un facteur v 
qui appartient 5 T 'T"*T ' .  Mais vest  aussi un facteur de ~o¢(~aa)  = z = 
t s({y}, (x}), donc v se factorise n a'lxa' ~ avec a~, a~ ~ T'. I1 est, alors clair, d 'apr& 
le choix de x, le lemme V.4 et le fair que u contienne encore au moins une 
occurrence d'un 616ment de N, qu'i l existe une factorisation de a~ en ~ 
telle que co¢(~l% ) contienne au moins k' @ k" + 1 occurrences de non-terminaux, 
donc k ~ k' -k k" + 1. 
Nous venons de montrer que tout k-EDTOL-syst6me u.s.f.n. G engendrant 
L est tel que k >~ k' @ k" + 1, donc: 
LE~VlME V.5. Soient L' et L", deux LULT- langages dgfinis sur des alphabets 
disjoints avec r(L') = 2k' _L 1 et r(L") = 2k". Alors le rang de L ~- s(L', L") est 
supdrieur ou dgal ~ 2k' @ 2k" + 1. 
En raisonnant de fa~on analogue, on peut obtenir, dans le cas off r(L') ~ 2k', 
un r&ultat similaire au corollaire V.3, ce qui permet, alors, d'&ablir  que, si 
r(L") = 2k", le rang de L est sup6rieur ou 6gal 5 2k' @ 2k". En utilisant ce 
r6sultat et les lemmes V.1 et V.5, nous pouvons en d6duire imm6diatement la 
proposition du rang de la substitution marqu6e: 
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PROPOSITION V.6. Soient L', L" des LULT-langages ddfinis sur des alphabets 
disjoints et L = s(L', L"), le langage obtenu par la substitution marqude de L" 
dans L'. Alors, si le rang de L' est dgal ~ k' et le rang de L" est dgal ~ 2k" ou 2k" + 1, 
le rang de Lest igal ~ k' + 2k". 
En particulier, pour tout LULT- langage non rationnel L, le langage L~ = 
s(L, f~) off f~ est la "recopie" de L sur un alphabet disjoint, a un rang sup~rieur 5
celui de L, donc L~ ~ C~(L) et: 
COROLLAIRE V.7. Si L est un LULT-langage non rationnel, le e6ne rationnel 
engendrg par L n' est pas fermi par substitution. 
On en d6duit un r6sultat qui d6coule aussi de la proposition IV.13: 
COROLLAIRE V.8. Aucun gdn~rateur du c6ne rationnel des langages alg~briques 
n' appartient ~ LULT .  
VI. EDTOL-SYsTI~MES LINEAIRES 
Soit G = (N, T, R, 6, ~o) un k-EDTOL-syst~me ultralin6aire r6duit. Pour 
tout x e S(G), lx(x) <~ k, donc VB ~ N, Vd ~ R*, y -~ B6(d ) contient au maximum 
une occurrence de B. Cependant, grfice aux r~gles de transition, il se peut que y 
se factorise en ylBy~ avec Iw(YlY2) > 0. En enlevant cette possibilit6, nous 
d6finissons les EDTOL-syst&mes ans imbrication: 
Dt~FINITION. Un EDTOL-syst~me G = (N, T, R, ~, oJ) est sans imbrication 
si VB ~ N, Vd ~ R*, B6(d ) = ylBy2 implique YlY2 ~ T*. 
I1 est clair que, pour tout B ~ N, il existe une borne k(B) telle que si y = B~(d) 
avec d~R*,  lN(y )~ k(B). Ceci implique que tout EDTOL-syst~me sans 
imbrication est un EDTOL-syst~me ultralin6aire. 
Dt~FINITION. Un EDTOL-syst~me G = (N, T, R, 6 , w) est lindaire si 
VB ~ N, Vd ~ R, lw(y) ~< 1 avec y = B6(d ). Si o) ~ N k on dira alors que G est 
un k-EDTOL-syst~me lin6aire. 
Tout EDTOL-syst~me lin6aire est 6videmment sans imbrication. En fait, 
les familles de langages engendr6es par ces deux types de syst&mes ont 6gales: 
PROPOSITION VI.1. Pour tout EDTOL-systgme sans imbrication G = (N, T, 
R, 6, oJ) il existe un EDTOL-syst~me lindaire G' tel que L(G') = L(G). 
Dimonstration. Soit G = (N, T, R, 6, ~o)un EDTOL-syst~me sans imbrica- 
tion. Consid6rons la grammaire alg6brique H = (N u {e}, T, P, ~) off a est un 
nouveau symbole et off Pes t  6gal 5 (~ ---> o)} ~3 {B ~ B6(d)/B ~ N, d ~ R}. 
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Montrons en premier lieu, que H est aussi sans imbrication, c'est-5-dire que 
pour tout B e N, B *~ n uBv implique uv e T*. En effet, dans le cas contraire, 
il existe, dans H, des d6rivations B *~H W1CW2 avec W1W ~ e T* et C e N, 
D ~n x2Bye et une production C ~- x 1 Dy 1 e P avec D e Net  lN(Xlyl) ~ 1. 
On peut en d6duire, par construction de H, qu'il existe al ,  ~2 e R*, d e R tels que 
D¢(al) = xaBy3, D¢(aV¢2) = xaW1CW2y ~ et D¢(%~fl) = xsWlx 1 DF1W, y 5 . 
Comme 1g(Xly~) ~ 1, ceci contredit le fait que G est sans imbrication. I1 existe 
donc un entier positif k v6rifiant: VB e N, B EH Y implique ly(y ) ~ k. Donc, 
pour tout B e N, k ' (B )= sup{1N(y)/B ~HY} est un entier positif. Posons 
N '  =,{(B, i)/B e N, i e {1,..., k'(B)}} et V' = N 'k )  T. L'homomorphisme h 
de (Nu  T)* dans V'* est d6fini par h(a) -~a, VaeT  et h(B) =(B,  1)- ' -  
(B, k'(B)), VB e N. Pour tout y e V'* et tout entier positif i, i(y) d6signera le 
plus grand sous mot initial de y tel que lN'(y) <~ iet  ~(y) est le mot qui v6rifie 
i(y) = i'(y) i(y) avec i '  = i --  1 et O(y) = 1. II est clair que Yy e V'* et pour 
tout entier i, ~(y) e {1} k) N'T*. 
Consid6rons le EDTOL-syst~me G' = (N', T, R, ¢', co') od co' = h(co) et off 
~' est d6fini de la mani&re suivante: Vd e R, V(B, i )e  N' ,  (B, i )¢ ' (d)  = 
i(h(B¢(d))). Par construction, G' est un syst&me lin6aire et comme, par d6finition 
de k'(B), y = Be(d) implique lN,(h(y)) <~ k'(B), il est facile de v6rifier que 
L(G') =L(G).  I 
Un k-EDTOL-syst~me st liniaire sous forme normale (1.s.f.n.) si c'est un 
k-EDTOL-systeme u.s.f.n, sans r~gle de transition. On peut, sans difficultfi, 
obtenir, pour les EDTOL-syst~mes linfiaires, l'~quivalent de la proposition I . l :  
PROPOSITION VI.2. Pour tout k-EDTOL-systkme lindaire, on peut construire 
un k-EDTOL-systkme l.s.f.n, dquivalent. 
Pour tout entier positif k, LIL(2k) (LIL(2k -- 1)) dfisignera la famille des 
langages engendr6s par un k-EDTOL-syst~me lin6aire (libre) et L IL  est 6gal 
5 U~>I LIL(k). I1 est facile de v6rifier que la plupart des r6sultats des sections 
Ie t  I I  restent valables i on remplace ultralin6aire par lin6aire et LULT  par L IL .  
Les seules propri6t6s qui ne sont plus v6rifi6es sont les propositions 1.2, 1.4 et 
II.11. En effet, Vk > 1, LIL(k) n'est pas clos par produit (cf. proposition VI.8) 
et L IL  est clos par produit mais pas par 6toile. De plus pour tout langage 
L e L IL ,  le langage {wwR/w eL} appartient encore 5 L IL  qui est donc clos par 
replication (cf. Greibach, 1972). Pour tout entier positif k, notons L2e = 
{wdlwRd~ "'" wRd2~/w e {a, b}*} etL~e_ 1 = {wdlw a . . .  wRd2tt_2wd2ic_l/W e {•, b}*}. 
La construction fake 5 la section I I I  reste valable dans le cas des k-EDTOL- 
syst~mes lin6aires et il est clair que l'on obtient comme g6n~rateur un 
k-EDTOL-syst6me ultralin6aire sans r~gle de transition. Consid~rons Gk,z 
(resp. G~,2) obtenu ~ partir de G~. 2 (resp. G£,2) en enlevant les r~gles de 
transition. L(G~,2) (resp. L(G-~,2) ) est rationnellement ~quivalent 5 L2e (resp. 
L~k_l), donc: 
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PROPOSITION VI.3. Pour entier positif k, LIL(k) est ~gal d g'(Lk), le plus petit 
cdne rationnel contenant L~. 
Soit un langage L, rep(L), la replication de L, est ggal h {wcwR/w eL}. Comme 
pour tout k, L1¢ peut gtre obtenu par transduction rationnelte t replication ~t 
partir des langages rationnels, nous avons: 
PROPOSITION VI.4. L I L  est le plus petit c6ne rationnel clos par replication. 
Donc L IL  est clos par duplication et intercalation. 
Ce c6ne rationnel est not6 0o ~p dans Ginsburg et Spanier (1971). Pour tout 
entier k sup6rieur h 1, ET¢ = {a I. . . . .  ae~/n ~ 0} appartient ~ LIL(k)\ 
f f ( LULT(k -  1)). Afortiori ,  E k ~ f f (L IL (k) ) \o~-(L IL(k-  1)). Nous retrou- 
vons alors: 
COROLLAIRE VI.5 (Ginsburg et Spanier, 1971, Greibach, 1972). ~(Q)o ~o) 
est une FAL non principale. 
D~FINITION. Nous dirons qu'un langage L appartenant A L IL  est de degrg k, 
not6 d(L) = k, si L E LIL(k)\LIL(k --  1) quand k > 1 ou si Les t  rationnel 
quand k = 1. 
Par exemple, pour tout entier positif k, d (Ek)= r (E~)= k. Par contre 
L ~ {a'~b~a~2b~a~3b~a/nl, n2, n a ~ 0} est un LULT-langage de rang 3 et un 
LIL-langage de degr6 4 (cf. proposition VI.8). Etudions, comme ~ la section IV, 
l'influence de certaines op6rations ur le degr6. En utilisant un raisonnement 
analogue g celui de la d6monstration de la proposition IV.l, on obtient: 
PROPOSITION VI.6. Soient L C_ T* un LIL-langage infini et c ~ T. Le degrd 
de L[c ]= (wc~/w eL,  n = l(w)} est dgal d d(L) + 1. 
Consid6rons maintenant L 1 _C TI*, L~ _C T* des LIL-langages d6finis sur des 
alphabets disjoints. Montrons d'abord: 
LEMME VI.7. Le degr3 de L1L ~ est infdrieur h d(L1) + d(L~). 
D3monstration. Distinguons plusieurs cas: 
1) d(L1) ~2k l  et d(L2) :2k  2. Soient G' =(N ' ,  T1 ,R ' ,¢ ' ,o ' )  un 
k 1 -~- 1-EDTOL-syst6me 1.s.f.n., libre h droite et h gauche qui engendre L 1 avec 
N '  zM '  × (1,...,k 1-~- 1), nt(w') ~ A' et G" ---- (N", T2 , R", ¢", co") un 
k2-EDTOL-syst~me 1.s.f.n. qui engendre L 2 avec N"~ M"× (i , . . ,  k2} et 
nt(w") ~ A". On supposera que M'  (3 M" ~ ~ et R' (3 R" ~--- ~.  Consid6rons, 
alors, le syst~me lin6aire G = (N, T, R, ~, co) avec X ~- (M' ~ M") )< 
{1 ..... kl + k2}, T = T~ u T2, R = R' u R", co = (A', 1) " '  (A', k~ -+- k2) et 
off 6 est d6fini de la mani6re suivante: 
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- -  VB' ~ M'  et Vd' r+gle non terminale de G', on pose (B', j) ¢(d') -= (B', j )  
¢ '(d')  pour 1 ~< j ~< k 1 + 1 et (B ' , j )¢ (d ' )  = (C ' , j )  avec C' -- ntd(d') pour 
kl + 2 <~j <~ kl + k2. 
- -Yd '  r~gle terminale de G' avec ntg(d')= B', on pose (B ' , j )¢ (d ' )= 
(A" ,k  z+ j )  pour 1 ~<j~<kl  et (B' , j )¢(d' )  =(A" , j - -k , )  pour k lq -  1 ~< 
j ~< hi + k2 . 
- -  VB"e M"  et  Vd" rbgle non terminale de G" avec C" = ntd(d"), on pose 
(B", j)  ¢(d" )= (B", j) ¢"(d") pour 1 ~<j ~< k2 et (B" , j )¢ (d" )= (C", j )  pour 
k 2+ 1 ~<j ~<ka+h2.  
- -  Vd" r~gle terminale de G" avec B" = ntg(d"), on pose (B", j )  ~(d") = 1 
pour 1 ~<j~<k l+k  2. 
I1 est facile de voir que G est un  k 1 + k2-EDTOL-syst+me l in&ire libre 5 
gauche qui simule d'abord avec ses k 1 + 1 premiers non-terminaux les d6riva- 
tions de G' puis, avec ses k 2 derniers non-terminaux,  les d6rivations de G". 
Donc L~L~ ~ L(G) est de degr6 inf~rieur 5 2k 1 + 2k~ = d(L~) + d(L~). 
2) L 'un  des deux langages est de d6gr6 impair. On peut supposer que 
d(L1) = 2k 1 - /  1. On peut alors faire la m6me construction que dans le cas 
pr6e6dent, mais en prenant  G' l ibre ~ droite et, si d(La) est impair, G" l ibre 
droite, aussi. | 
Montrons,  maintenant  que l 'on ne peut pas "am61iorer" ces constructions et 
que d(L1La) = d(La) + d(L~) - -  1. Plaqons nous dans le cas off d(L1) = 2hi ,  
d(La) = 2k 2 et supposons que d(L~La)< 2k 1 + 2k a - -1 .  I1 existe alors un  
(k~ + k 2 - -  1)-EDTOL-syst~me l.s.f.n. G = (N, T, R, ¢, co) qui engendre L~L 2 
avec N = M × {1 ..... k 1 + k~- -  1}, T = T 1 u T~ et nt(oJ) = A. Consid6rons 
G' = (N',  T~, R, ¢', co') avec N '  = M × {1 ..... kl) , (o' = (A, 1) "" (A, hi) 
et off ¢' est d6fini par: 
Pour toute r~gle d E R avec ntg(d) -= B, v6rifiant gj ~ {k 1 + t .... , kl + k2 - -  1 }, 
(B , j )  ¢(d) ~ (N k) Ta)* , on posera (B, i) ¢'(d) = h~((B, i) ¢(d)) ~/i s {1 ..... kx} off 
h 1 est l 'homomorphisme dffini sur V = Nk ;  T par hl(aa)= 1, Va a ~ Ta, 
hl(u ) = u si u~ V \T  a. 
Consid6rons, aussi, G" ~- (N", 1"2, R, ¢", oJ") avec N" = M × {k 1 ,..., 
kl + k a - -  1}, co" = (A, k~) "" (A, k~ + kz - -  l)  et off ¢" est d6fini par: 
Pour route r~gle d ~ R avec ntg(d) = B, v~rifiant Vj ~ {1,..., k~ - -  1}, (B, j )  
¢(d) e (N V) T1)* , on posera (B, i) ¢"(d) = h2((B, i) ¢(d)), Vie {k t ,..., k 1 + 
ha - -  1} off h~ est l 'homomorphisme d6fini sur V par ha(a1) : 1 Va I e T~ et 
hdu) = u si u e V\T~. 
II est clair que L(G') C L~ et L(G") C_L a . Pour tout mot x~xz avec xa eL ,  et 
x= eLz ,  il existe ~ ~ R* et une r+gle terminale d tels que toe(a) = y avec nt(y) = 
B et y¢(d) = x,xa. Le mot y peut se factoriser en y,(B, kl) y2. Si y,¢(d) = 
t tt x~ ~ T~, ((B, k,) y=) ¢(d) = xlx a avec x~x;' = xa et il est alors facile de vfrifier 
que xa ~L,(G"). Si, par contre, y~¢(d)e T~Ta +, x~ = a /¢ ' (~d)eLa(G '  ) .Donc  
L,L~ = La(G')Lz w L,L~(G"), ce qui implique soit L,  = La(G') ~ LIL(2k~ - -  1), 
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soit L~ - -L~(G")~ L IL (2ke-  1). Dans les deux eas, il y a contradiction avec 
l'hypoth~se. 
Si d(La) = 2kt --  1 et d(L2) = 2k~, ou fera le m~me raisonnement en prenant 
G libre ~ gauche. 
Si d(L~) = 2h~ -- 1 et d(L~) = 2he -- 1, on prendra G libre ~ gauche et 
droite. 
Comme, pour tout k, LIL(k) est elos par miroir nous avons envisag6 tousles 
cas possibles, done: 
PROPOSITION VI.8. Soient L 1 et L 2 deux LIL-langages ddfinis sur des alphabets 
disjoints. Alors le degrg de L~L~ est ~gal a d(Lt) ~- d(L2) --  1. 
Nous en d6duisons que si (Lc)* appartient ?~ L IL  avec L _C T* et c ~ T, alors L 
est rationnel. En etfet si (Lc)* ~ LIL(k), (Lc) ~ ~ LIL(k) et d'apr~s la proposition 
pr6c6dente d(L) = 1 et nous avons: 
COROLLAIRE VI.9 (Greibach, 1972). Lafamille L IL  ne contient aucune FAL 
non rationnelle. 
COROLLAIRE VI.10. Si Les t  un langage non rationnel appartenant h L IL ,  
C~(L) n' est pas clos par produit. 
Int6ressons-nous, maintenant, ~ la fermeture par crochet et par chevron. II 
est 6vident que pour tout langage L e LIL(2k), (L )  et (L)2 appartiennent ~t 
LIL(2k). Par contre nous avons: 
LEMME VI.11. Soit L un langage inclus dans T* avec ~, b, a, b ~ T. Alors 
V k ~ ~+ , ( L )2 appartient ~ LIL(2k + 1) si et seulement siL appartient ~ LIL(2k). 
Ddmonstration. $iL appartient ~LIL(2k), (L)2 ~ LIL(2k) done ~ LIL(2k + 1). 
R6eiproquement, si L~L IL (2k  + 1), il existe un k + 1-EDTOL-syst6me 
1.s.f.n. libre ~t droite G ---- (N, T', R, 6, o~) qui engendre (L)~ avec N ~ M X 
{1 ..... k + 1} T' = T a {a, b, d, ~} et nt(co) = A. Soit G' = (N, T, R, qV, co) 
off 4,' est d6fini par: VX E N u T, Vd ~ R, X6i(d ) = h(Xc~(d)) off h est l 'homo- 
morphisme d6fini sur V' =NUT '  par h(x) -=x  si x~V et h(x) = 1 si 
x ~ T'\T.  I1 est clair que G' est encore libre h droite et engendre L. Consid6rons 
G" = (N, T, R, ~", J )  avee co" • (A, 1) "" (A, k) et off 6" est d6fini par: 
Vd~R avec B =-ntg(d) et v6rifiant lT((B , k + 1)q~(d))= 0, on pose Vj~ 
{1 ..... k}, (B, j )  O"(d) =- h((B, j )  6(d)). G" est un k-EDTOL-syst~me lin6aire tel 
que L(G") C L. Prenons x appartenant ~ L. Comme y ~ anb~xb~ n appartient k
(L)z, il existe oz E R* tel que oJ$(~) = y. Si nous avons ehoisi n etp suffisamment 
grand, il existe une faetorisation c~ ----- a~z telle que y~ -~ ~oq~(~) v6rifie la(yl); 
l~(ya) < n, lb(y~), 16(y~) < p et, soit la(y~) la(yl) ~ O, soit/b(Yl) l~(y~) =/= O. 
- -  Dans le premier eas, y~ se factorise en uldv ~ avec v~ ~ N +, et eomme 
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16(Yl) < P, lS(gl~("~))5 ~ 0, ce qui implique lr((A , k - /  1)¢(~) )= 0 et x = 
co"¢"(c~) appartient ~ L(G"). 
- -  Dans le second cas, Ys se factorise en u~bv s avec Is(u~) > 0. I1 est alors 
clair que x appartient ~ L~(G') qui est dans LIL(2k) puisque G' 6tait libre 
droite. 
Donc L = L(G')  uL~(G')  appartient h LIL(2k). | 
Nous en dfiduisons imm~diatement. 
PROPOSITION VI.12. Soient L un LIL-langage inclus dam T* avec a, ~, b, b ~ T 
et L~ --  (L)2. Alors le degrd de L 1 est dgal a 2k + 2 si et seulement si d(L) 
{2k + 1, 2k 4- 2}. 
Remarquons que le lemme VIA 1 et la proposition VI.12 ne sont plus valables 
si on remplace le crochet par un chevron. En effet, consid&ons le langage 
C~ = {c'~d'~/n >~ 1} qui est un langage lin6aire non rationnel (d(C~)= 2). 
D'apr~s la proposition VI.8, pour tout k e N+, le degr6 de C~ ~ est 6gal ~ 2k + 1. 
I1 est facile de v6rifier que <C~ k} appartient ~ LIL(2k + 1). Par contre si l 'on 
considbre L = (8'~xE'~/n >~ 0, x ~ C~}, d(L) = 2k 4- 1 et la d6monstration 
du lemme VI.11 permet de montrer d((L}) = 2k + 2. Nous pouvons, cependant, 
calculer le degr6 de (LsL2} si L~ et L~ sont des LIL-langages d6finis sur des 
alphabets disjoints ne contenant pas les lettres a, b, l 'un des deux langages 
6rant de degr6 pair. En effet: 
PROPOSITION VI.13. Soient L~ C TI* et L~ C T2* des LIL-langages avec 
T s n T 2 = ;~, a, b ~ T s L) T 2 et L =- (L1L2}. Si  l'un des langages L I , L  2 est 
de degrd pair, alors le degrd de L est dgal a d(LsL2) ~ d(L1) + d(L2) --  1. 
Ddmonstration. Si le dcgr6 du produit L1L 2 est 6gal ~ 2k, L1L 2 et L = (LsLs} e 
LIL(2h), donc 2k = d(L~L2) <~ d(L) <~ 2k ce qui entra[ne bien d(L) = d(L1L~)= 
~(Ls) + d(Ls) --  ~. 
Si le degr6 de L1L ~ est 6gal ~ 2k --  1, alors d(L1) + d(Ls) = 2k et les deux 
langages ont de degr6 pair. Posons d(Ls) = 2k set d(L~) = 2k savec k~ + k 2 = k. 
Soient G' = (N', T1, R', ¢', w') un k 1 @ 1-EDTOL-syst~me l.s.f.n, libre 
droite et ~ gauche qui engendreL 1 et G" = (N", T2, R", ¢", co") un k~-EDTOL- 
syst&me 1.s.f.n. qui engendreLs avec N'  = M'  × {1 ..... k 1 @ 1}, V' = N '  u T1, 
nt(co') : A',  N"  = M"  × {1 .... , ks}, V" : N"  L) Ts , nt(co") = A", V' n V" =- 
et R 'c~R"= ~.  Prenons Y, Z¢M'k )  M':, ra, r~R ' t JR"  et posons 
N = (M' u {Z}) × {L.,., k~ + ks) u ((Y, 1)} u N", T = T~ u T~ ~, (a, b), 
V = N u T, R = R' u R" k9 {rl ,  r2} , co = (A ' ,  1)  " '"  (A', k, + ks). Consid6- 
rons G = (N, T, R, ¢, co) off ¢ est d6fini de la mani&re suivante: 
- -  Soit d' une r+gle non terminale de G'  avec ntg(d') = B', et ntd(d') = C', 
alors Vj e {1 .... , k s + 1}, (B', j )  ¢(d') = (B', j )  ¢'(d') et Vj e (k s + 2 ..... k~ + k~}, 
(B', j) ¢(6') = (c', J). 
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- -  Soit d' une r~gle terminale de G' avec ntg(d') -:  B', alors Vj 6 (1,..., k~ + kz}, 
(B' , j )  ~(d') =, (Z, j) .  
- -  On pose (Z, 1)~(r~) =:(Z,  l)a, (Z, hl@k~)~(r~) = (Z ,k~+ke)b  et 
V i ~ {2,..., h~ + kz - -  1}, (Z, j) 6(r~) = (Z, j). 
- -  Pour tout j ~ {I .... , k~}, on pose (Z, k~ +j )6( r~)  = (A", j) et pour tout 
j ~ {2 ..... k~}, (Z, j) $(r2) ----- 1 et, enfin, (Z, 1) $(r~) = (Y, 1). 
- -  Pour toute r~gle d" de G" avec ntg(d") = B", on pose (B", j)(~(d") -= 
(B", j )  6"(d"), Vj ~ {1 ..... k2}. Et si d" est une r&gle terminale, on ajoute (Y, 1) 
4(d") -= 1. 
i1 est facile de v6rifier que G est un k~ + k~-EDTOL-syst~me lin6aire libre 
gauche qui engendre L = (L~L~). Donc d(L) ~ 2hi + 2h~ -- 1 et comme 
d(L) ~ d(L~L~) = 2h~ + 2h~ -- 1, nous obtenons d(L) = d(L~) + d(L~) --1. II 
En particulier: 
COROLLAIRE VI.14. Soit L ~ T* un LiL-langage de degrd pair avec a, b, 
c ~ T. Alors le degrd de (LcL) est dgal h 2d(L) -- 1. 
Par contre si Les t  de degr6 impair, on ne peut pas d6terminer le degr6 de 
(LcL). Prenons, en effet, pour tout k ~ N+, les langages Eg ~ et E~e+1. D'apr~s 
les propositions VI.6 et VI.8, d(E~ ~) =- d(E2~+l ) = 2k @ 1. Comme E~ k c E~ e 
est rationnellement 6quivalent 7t E 2 c E~ ~-~, et que le degr6 de E 2 est pair, nous 
d6duisons de la proposition VI.13 que le degr6 de (E~ ~ c E~ k) est ~gal ~ 4k + 1. 
Par contre, on peut montrer que le degr6 de (Eu~+I c Ee~+~) est 6gal ?~ 4k + 2. 
Soient deux langages L~ et Lu , l'insertion de ~ dans ~ , not6e i(Lx , Le) est 
6gale ~ {x'~xzx~/x'~x~ L , x~ eLe}. (cf. Greibach, 1972). 
Montrons en premier lieu: 
LEMME VI.15. Si L 1 ~ LIL(kl) et L~ ~ LIL(2he -- 1), alors i(L 1 , L~) appar- 
tient h LIL(k 1 + 2k~ -- 2). 
Ddmonstration. Soit un  alphabet T tel que L1, L 2 C T*. Consid6rons 
G = (N, T, R, ~, 02) un k-EDTOL-syst~me 1.s.f.n. avee N -= M × {1 ..... k}, 
V = Nu T et nt(eo)= A, qui engendre L 1 . I1 est ~vident que l'on peut 
supposer sans nuire ~ la g6n6ralit6 de la d6monstration que pour tout r~gle 
lin~aire d de Get  tout X~ N, X~(d) E (Tu  {1}) N(Ttd  {1}). Soit G' =- (N', T, 
R', (~', oJ) un k2-EDTOL-syst~me 1.s.f.n. libre ~ droite qui engendre L 2 avec 
N' -~M'  × (1 ..... h2} , V' =N'k3  T, n t (o J )=A ' ,  McsM'= ~ et RC~R' = ~.  
Pour tout i6{1 ..... k}, construisons le syst~me lin6aire G i = (Nl , T, Ri , 
q~,, wi) de la mani~re suivante: Posons Ri = R ~3 R" u {r}, Ni = {i} × M × 
(1,..., k + k~--  1}uNuM'  × NuM × N '  et ¢0 i = (i, A, 1) - . . ( i ,A ,k+ 
k 2 -- l). La fonction q~i sera d6finie par: 
- -  Soit dune r6gle lin6aire de G avec ntg(d) = B et Vj ~ {1 .... , k}, (B, j)  6(d) -~ 
u~(C,j) v j .  On pose, alors, pour tout j e (1 ..... k}, (B , j )  ¢i(d) = uj(C,j)  ~Jj et 
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(i, B, j )  el(d) = u;(i, C, j) % avec uj = uj si 1 ~< j ~< i, 1 si i < j ~< k~ ~- i - -  1, 
u j+ l -k .os ikz+i~<j~<k2+h- -  1 etv'j =v ss i l  ~<j < i ,  l s i i~ j  <h a@ 
i - -  1, vs+l_~ si h z + i - -  1 ~< j ~< ha + h - -  1. 
- -  La r~gle r est d6finie ainsi: VBeM,  V j~{1, . . . ,h+h 2 -  1} on pose 
(i, B, j) Cdr) = (A', B, j) si 1 <~ j < i, (B, A', j -L 1 -- i) si i ~ j  < k 2 + i, 
(A ' ,B , j+  1 - -h2)  s ik  z+ i~ j  ~ < h - - h  z -  1.  
- -  Soit d'  une r~gle lin6aire de G' avec ntg(d') = B' et Vj ~ {1 .... , h2}, 
(B' , j )  ¢'(d') = u~(C', j )v  s . On pose, alors, VX ~ N, (B', X )¢ i (d ' )  = (C', X) 
et VB ~ M, Vj ~ {1,..., k2}(B, B', j) ¢i(d') = us(B, C', j )  v s . 
- -  Soit d'  une r~gle terminale de G' avec ntg(d') = B'. Pour tout X ~ N, 
(B', X)  ¢¢(d') = X et VB ~ M, Vj E {1 ..... ha}, (B, B', j )  ¢~(d') = (B, i) si 
j = ha , 1 sinon. 
- -  Enfin, si d est une r+gle terminale de G, VX ~ N, X¢i(d) = X(~(d). 
Le syst~me G; = (N~, T, R~, ¢ ; ,  co~) est dffini de fagon analogue, mais en 
prenant G' libre ?i gauche et en posant ¢~(d) ~-¢i (d)  pour toute r~gle non 
terminale de G'. Si d' est une r~gle terminale de G' avec ntg(d') = B', alors, 
VX E N, (B', X )  (~(d') = X et VB ~ M, Vj ~ {1 .... , kz}, (B, B', j) ¢;(d') = (B, i) 
si j = 1, 1 sinon. 
k t 
I1 est, alors, facile de v6rifier que i(L~, L2) est 6gal ~i Di=~ (L(G~) w L(Gi)), 
donc si k I = 2k, i(Lx, L2) appartient h LIL(hl  + 2k2 - -  2). Si kl = 2k - -  1, 
on peut supposer que G est libre ~ droite. Dans ce cas, pour tout i ~ (1,..., k - -  l}, 
Gi et G~ sont libres fi droite, Ge est libre ~ droite, i (Lt ,  L2) est ~gal ?i 
(U~=~ L(G~)) ~ (U~=-~ ~ L(G;)) et appartient encore ~t L IL(k  1 -i- 2k~ - -  2). | 
Soient L 1 C T~ et L~ C T2*, deux LIL- langages avec d(L~) = k~, d(L2) = 
2k2 -}- 1, T 1 c~ Tz = ;~ et L = i(L~, L~). Comme L~L~ = L c3 T*~ T~, d(r) 
d(LaL2) qui est 6gal, d'apr~s la proposition ¥I .8,  ~ kl + 2hz et le lemme pr6c6dent 
implique, alors: 
PROPOSITION VI.16. Soient L 1 et L 2 deux LIL-langages ddfinis sur des alpha- 
bets disjoints. Si le degrg de L zest impair, alors le langage i(L1, L2) est de degrd 
d(rl) + d(r2) -- 1. 
Int6ressons-nous maintenant au cas od le langage L 2 que l 'on insure dans L1 
est un LIL- langage de degr6 pair. Si L 1 est un langage r~gulier, d6fini sur un 
alphabet disjoint de celui de L 2 , il est clair que i(L 1 , L2) est de m~me degr6 que 
L 2 . Par contre, si L a est un LIL- langage non r6gulier, on ne peut pas d6terminer 
le degr6 de i(L1, Lz) en fonction uniquement de d(L~) et d(L2). Consid6rons en 
effet les langages C 1 = {c~d~/n >/0} et 3 2 = {wcwR/w ~ {a, b}*} qui sont deux 
LIL- langages de degr6 2. Nous avons, alors: 
LEMME VI.17. Soit L C T* un LIL-langage de degrg pair avec a, b, c, d q~ T. 
Alors L' = i (C1 ,L )  est de degrd d(L) + 1 et L" = i (D  2 ,L )  est de degrd 
d(L) + 2. 
64314212-8 
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! Dimonstration. Posons d(L )= 2k. II est facile de v6rifier que L 1 = 
{c~xc~d~+r/n, p >~ 0, x eL} peut ~tre engendr6 par un (k + 1)-EDTOL-syst~me 
lin6aire libre 5 gauche, ce qui implique d(L;) ~< 2k + 1. Par sym6trie, L'~ = 
{c~+~dPxd~/n, p >~ 0, xEL}  est de degr~ ~< 2k + 1, ainsi queL '  =L[  uL '  2 . Et 
comme LC t ~ L' n T* {c, d}*, d(L') >~ d(LC1) ~ 2k @ 1, doric d(L') = 
2k + I ~- d(L) + 1. 
Posons L~ = L" ~ {a, b)* T*ba*c{a, b}*. I1 est clair queL" est rationnellement 
6quivalent au langage L'~ = (L{c~d~/p ~> 0)) 2 . En utilisant les propositions VI.8, 
¥I.12 et le lemme VI.~5, on obtient d(L)+ 2 = d(L ; )= d(L;)<~ d(L")<~ 
d(L) + 2, donc d(L") = d(L) + 2. | 
On peut g6n6raliser ce r6sultat en montrant: 
PROPOSITION VI.18. Soit L C T*, un LIL-langage de degrd pair avec a, b, c, 
d ~ T. Alorspour tout entier k >/2, il existe deux LIL-langagesL~ etL'; de degrd k, 
difinis sur des alphabets disjoints de T, tels que i(L~ , L) et i(L~ , L) soient respective- 
ment de degrd d(L) + k -- 1 et d(L) 4- k. 
Ddmonstration. Posons L' 1 = C~ -1 o/1 C1-~ {c~dn/n >/0}. Le langage 
L 2 i(L'l, L) est 6gal $ k-2 ' = (.J~=0 C~Ji(C1, L) C~ -2-j. D'apr~s le lemme pr6c~dent 
i(C 1 , L) est de degr6 d(L) @ l, donc la propositionYI.8 implique que, pour tout 
j ~ {0,..., k - -  2}, le langage ClJ i(Ca, L) C~ -2-~ est de degr6 d(L) 4- k - -  1, donc 
d(L'2) ~ d(L) @ k - -  1 et commeLCa k-a : L' 2 (~ T*c*d*, on a d(L'~) ~ d(LC~ -~) = 
d(L) + k - -  1 et d(L'~) : d(L) 4- k -- 1. 
PosonsL~' = D2L" off D 2 ~- {WcWR/W ~ {a, b}*} et ofiL" est un LIL- langage 
de degr6 k - -  1 d6fini sur un alphabet T" disjoint de T t j  {a, b, c). Comme 
L~ ~ i(L~ , L) (~ {a, b, c}* T*{a, b, c} * T"* est 6gal ~ i(D~ , L) L", on a, d'aprbs 
le lemme pr6c6dent et la proposition VI.8, d(L~) ~ d(L) + k et le lemme YI.15 
implique que i(L~, L) est de degr6 d(L) + k. I 
Terminons cette section en montrant que la famille L IL  ne peut pas 6tre 
obtenue par insertion ~ partir d 'un e6ne 
PROPOSITION VI.19. Soit ~ un c6ne rationnel, clos par union, inclus dam L IL .  
Alors ~i(£¢), le plus petit c6ne rationnel contenant ~Lf et clos par insertion est ~gal 
h L IL  si et seulement si £f ~ L IL .  
Ddmonstration. Si ~ = L IL  qui est clos par insertion, nous avons bien 
~(~)  = ~, (L IL )  = L IL .  
Supposons ~ C L IL .  I1 existe alors un langage L k ~ L IL I~  ° avec k >/3  
(cf. proposition VI.3). Comme L k est sans insertion, L~ 6 c~i(~L~a) qui est donc 
strictement inclus dans L IL .  | 
En particulier, comme L IL  n'est pas un c6ne rationnel principal, nous 
obtenons. 
COROLLAIRE VI.20. 
L et clos par insertion 
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Pour tout LIL-langage L, ~, ~(L) Ie plus petit cdne contenant 
est strictement indus clans LIL .  
VII .  SUBSTITUTIONS DANS LES LULT-LANGAGES 
Dans cette section, suivant l'idhe et le formalisme de Nivat (1975), pour tout 
h a N+, 5 la famille de langages LULT(h) ,  nous allons faire correspondre 
l'op6rateur de cl6ture par LULT(h) ,  not6 LULT(h) .  Rappelons que pour toute 
famille de langages, l 'op4rateur ~ est d6fini par: pour toute famille de langages 
~' ,  ~LP'~ ~ {a(L)/L ~ ~ et~ est une ~cp'-substitution} (cf. Nivat, 1975). Ainsi 
pour toute famille de langage ~ ' ,  ~q°'LULT = U~>I dCLULT(h) .  Nous avons, 
en particulier, pour tout chne rationnel o~ °, ~LULT(1)  = ~Rat  - -  -~-(L), la 
plus petite FAL  contenant ~qo. Nous poserons, par convent ion~LULT(0)  = 
G#. Nous allons 4tudier la hi4rarchie d'op6rateurs ainsi obtenue et montrer 
qu'elle est tr6s fortement stricte, c'est-fi-dire que pour tout c6ne rationnel clos 
par union, ~ ,  soit ~qo ~ ~OLULT ' soit il existe un entier h~ c N tel que S = 
~LULT(0)  ---- ... ~LULT(k0)  C ~LULT(h  0 q- 1) 2 ' " .  Montrons en 
premier lieu: 
PROPOSITION VII.1. Soient L~ et L2, deux langages ddfinis sur des alphabets 
disjoints, k E N+ et c~ un c3ne rationnel. Si L1L2 appartient h ~LULT(2k) ,  alors 
t'un des deux langages L 1 , L 2 appartient h ~LULT(2h  -- 1). 
Ddmonstration. Soient T 1 et T 2 les deux alphabets disjoints tels que L 1 C TI* 
et L2 C T~. Si L~L~ appartient 5 dC'LULT(2h), il existe un langage L C T* 
appartenant 5 LULT(2k)  et une S-subst i tut ion a tels que ¢(L) - -L~L~. Pour 
i ~ 1, 2, posons A i = {a ~ T/~(a) C Ti* } et A d6signera (a ~ T/~(a) c3 T1--T~- 
;~}. Si tout a ~ T occurre dans un mot deL (ce que l 'on peut toujours supposer), 
T = A Ld A~ U A 2 . Montrons d'abord que l 'on peut supposer, sans nuire 5 la 
g~n6ralit6 de la d6monstration, que A = ~.  En effet si A est non vide, posons 
A' = {a'/a ~ A} avec A' ~ T = 2~ et consid6rons l 'homomorphisme h d6fini 
sur T par h(a) = a si a ~A 1 u d 2 et h(a) -- aa', si a cA .  Comme LULT(2k)  
est un c6ne rationnel, le langage L' = h(L) appartient encore 5 LULT(2h).  
Consid6rons, aussi, la substitution ~' d4finie sur T w d '  par ¢'(a) = ¢(a) si 
a~A~uA~,  a'(a) --g~(a(a)) si a~A et cr'(a') =g~(~r(a)) off pour i = 1,2, 
gi est l 'homomorphisme dffini sur T~ ~ T2 par gi(a) ~- a si a ~ Ti ,  1 sinon. La 
substitution ~' est une ~q~-substitution qui v6rifie: cr'(x) _C T~ s ix  ~ A~ ~ Aet  
a'(x) _C T~* si x ~ A 'U  A~. De plus a'(L') est 6gal 5 ¢(L). En effet, prenons 
w ~L. Si w ~ A*A*~, ¢'(w) = a(w) par d6finition de #. Si w ~ A[A~, w se factorise 
en w~aw~ avec w 1 ~ A~*, a ~ A et w~ ~ A*. Alors w~aa'w~ L'  et comme or(a)_C_C 
a'(a) #(a') ,  nous obtenons cr(w~awe)C¢'(wzaa'w~)C#(L'). R6ciproquement, 
tout mot z ~ ~r'(w~aa'w~) se factorise en z~z~z~z 2 avec z~ ~ a'(Wl) , z~ ~ o-'(w2) = 
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a(w2), z 1 ~ a'(a) et z 2 ~ a'(a'). Comme Z 1 ff q'(a), il existe t2 s T~* tel que zlt  2 ~ or(a), 
t t ¢ 
donc zlzlt2z 2 ~ cr(wlawz) C_ L1L 2 et comme t2z 2 ~ T*2 , z l z  1 ~ T~, z lz  1 eL  1 . De 
la marne faqon, on peut montrer que z'zz2 ~L  2 ce qui implique que z ~L1L ~ 
et a'(L') -~ a(L). 
Nous pouvons donc supposer que A = ;~, c'est-5-dire que T = A 1 k3 A 2 . 
Soit G =- (N, T, R, dp, ~o) un k-EDTOL-syst6me ultralin6aire qui engendre L. 
Pour i = 1, 2, l 'homomorphisme h ies t  d6fini sur V ~ Nu T, par hi(a) = a 
si a ~ A~, 1 sinon et soit G~ = (N, A~, R, 6~, oJ) off ¢i est d6fini par: Vd E R, 
Vu ~ N u A i ,  u¢i(d) = h,(u¢(d)). Posons H i = L(G,), H '  1 -~ La(G,) , H~ -~ 
L(Gz) et H i = Lg(G~). En reprenant le raisonnement fait lors de la d6monstra- 
tion de la proposition IV.9, on obtient L = H;H  2 kJ H1H' 2 .Donc  LIL 2 = 
a(L) = a(H'I)a(H2)k3 a(H1)~(H£). En outre, il est clair que a(H1)= L 1 et 
a(H2) = L 2 , ce qui implique, soit L 1 = a(H'~) ~ ~°LULT(2k  - -  1), soit L~ = 
a(H~) ~ ~°LULT(2k  - -  1). | 
Remarquons que la d6monstration pr4c6dente reste valable tant que la 
famille ~ est close par homomorphisme alphab6tique. D'autre part, cette 
proposition vanous permettre de retrouver imm6diatement certaines propri6t~s. 
En posant k ~ 2, nous obtenons en particulier un r6sultat d6montr4 par Jacob 
(1975) dans le cadre plus g6n6ral des s6ries formelles. 
COROLLAIRE ¥ I I .2  (Jacob, 1975). Soient L1 et L 2 deux langages ddfinis sur des 
alphabets disjoints et ~ un c6ne rationnel. Si  L IL  2 appartient h ~z°Lin, alors l'un 
des deux langages L 1 , Lz appartient ~ ~q~Rat. 
En particulier si ~ est indus dans T* et c q~ T, (~C~c)* ~~°Lin implique 
(~c)*  ~ ~°Rat. 
En prenant ~o ~ Rat, nous avons pour tout k~ N+, Rat LULT(h)  
LULT(k)  puisque LULT(k)  est clos par substitution rationnelle. Nous retrou- 
vons, alors, le corollaire IV.10. Enfin, si ~ = Rat et si h = 2, nous obtenons 
tme propri6t6 d6montr6e par Greibach (1966). 
COROLLAIRE VII.3 (Greibach, 1966). Soient L 1 et L~ deux langages ddfinis 
sur des alphabets disjoints. Si L~L~ ~ Lin alors l'un des deux langages L~ , Le est 
rationnel. 
Une des propri6t6s int6ressantes v6rifi6es par l 'op6rateur "chevron", d4- 
montrde par Boasson et Nivat (1973), a 6t6 6nonc6e dans Boasson, Crestin et 
Nivat (1973). 
PROPOSITION VII.4. Si c~ est un c6ne rationnel fermg par union et Les t  un 
langage dgfini sur un alphabet ne contenant ni a ni b, ( L )  ~ ~°Rat implique L ~ ~.  
Nous allons, maintenant, g6n6raliser l'op6ration "chevron" et obtenir des 
propri6tfs analogues. 
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D~FINITION. Pour tout k ~ N+, et tout langageL, on pose (L)~ : {a[~xa~ . . . .  
a~+~,,~ > 0, x ~ L}. 
A d6signera par la suite l 'ensemble {a~ .... , a~,...} 
PROPOSITION VII.5. Soient ~ un c6ne rationnel fermd par union et un langage 
L C_ T* tel que d (3 T = ~.  Pour tout k ~ N+, (L}e ~ 5qLULT(k)  si et seule 
ment si (L}~ ~ ~q~. 
La d6monstration de cette proposition s'appuie sur les deux lemmes uivants: 
L~M;ae VII.6. Pour tout h ~ N+, LULT(k)  ne contient aucun sous-ensemble 
infini du langage E~+t = {a t. . . .  a~.+~/n ~ 0}. 
Dgmonstration. Supposons que LULT(h)  contienne un Iangage L _C E~+ a . 
Comme LULT(k)  ne contient que des PSL-langages, il existe un langage 
. . . .  ~ Rt}. Si Les t  infini, R~ est rationnel R~ _C a~* tel que L = (a{ ~ a~+~/a~ 
infini et il existe s ~ N, t ~ N+ tels que a~S(a~t) * C R~. Consid6rons L'  - -  L c3 
a~S(a~ t)* a~ "" a~+~* . I1 est, alors, facile de construire une transduction rationnelle 
~- telle que Ez~÷~ ~-(L'). Donc d(L) >/d(L')  >/d(E~+~) ~--- h -~- 1 etL q~ LULT(k) ,  
d'ofl ta contradiction. | 
LEMME VII.7. Soient ~ et cY 2 deux cdnes rationnels et un langage L C T* avec 
T n A ~ ~ tels que ~L)k ~ ~q]~.  Alors, il existe un alphabet Y disjoint de A, 
un langage L' e 5~ 2 avec L' C_ (y*)7~ et une ~q~l-substitution # telle que #(L' )  = 
(L )k ,  Vy~ Y, soit #(y )  C_C_ T*, soit #(y )  c~ al+T*a2 + ... a~+ 1 v~ ~ et Vi 
{1 .... , h + 1}, ~'(aO = {ai}. 
Dgmonstration. Comme ~L}~ ~ 5~1f~¢2, il existe, dans £02, un langageL 2 _C y*  
(On peut supposer Y c~ A = Z)  et une ~cP~-substitution (r tels que a(L2) = ~L}~. 
On peut supposer que tout b ~ Y occurre dans un mot de L2, que a(b) @ ~,  
Vb~ Y. 
Nous allons construire l 'homomorphisme h de Y* dans (YU A)* et la 
substitution a' de la mani+re suivante. Prenons b ~ Y et distinguons plusieurs 
cas" 
t) Si or(b) C a~* (resp. ~(b) _C a* "" an*), a(b) ne contient qu'un filament et 
nous poserons h(b) = ~(b). 
* et soit x t et x 2 ~= 1, 2) Si ~(b) C x 1T*x 2 avec x, ~ al*, x~ e a* -" ak+ 1 
soit a(b) c~ xlT+x 2 ¢ ~,  nous poserons h(b) = xlbx 2 et #(b) = {we T*/ 
x lwx 2 ~ a(b)}. Nous sommes dans ce cas, en particulier, quand a(b) est inclus 
dans a*l T*ia* 1 ou dans T 'a*  2 "" * * * a~+~\az "" a~+~. 
3) Si nous ne somme pas dans l 'un des deux premiers cas, il est facile de 
vdrifier que b ~ {a e Y/(r(a) (~ a,+ T*a~ + .. + . .a~+~ v~ Z} ensemble que nous 
noterons E. Alors, si k > 1, il existe i , j  ~ N tels que xabx~ - ~L~ implique a(x~) 
240 MICHEL  LATTEUX 
al i et a(xz) = a~+ 1 . Nous poserons a'(b) = alicr(b) a~+ 1. Si, par contre, k = 1, 
il existe un  entier i tel que pour tout w ~ a(b), lal(w ) --  l%(w) = i. Si i ~ N, nous 
poserons h(b) = alib et a'(b) = (w/atiw ~ a(b)}. Si i est n6gatif nous poserons 
h(b) = ba~" et a'(b) - :  {w/wa~" e a(b)} avec i' : - - i .  
Achevons de d6finir a' sur Y k3 A en posant a'(b) = {b} partout 08 a' n 'a  pas 
encore 6t6 d6fini. Comme GO1 est un  c6ne rationnel, il est clair que pour tout 
b e Y k)A ,  el(b)e GO1. Donc a' est une ~°t-substitution qui v6rifie bien, par 
construction: Vy e 17, soit cr'(y) _C T*, soit cr'(y) c3 al+T*a~+ ... a£'-+1 @ ~ et 
V ie  (1,..., k + 1}, c/(ai) = (ai}. Si k = 1,L '  = h(L2) e GO2 ,L '  C_(Y*)7 ~ et il est 
facile de v6rifier que a'(L') = a'(h(Le)) - -  a(L2) = (L )k .  Si k est supgrieur 5 1, 
nous prendrons L' = h(L2 \Y*EY*  ) k) E. Le langage L'  est encore inclus dans 
(Y*)~ et comme GO~ est un  c6ne rationnel, L '  e GO2- De plus, il est clair que 
~'(L') = ~(L~) = <L>~. I 
Dimonstration de la proposition VII.5. 
Comme LULT(k )  est un  c6ne rationnel, on peut appliquer le lemme pr~cfident 
avec GO1 = Go et GO2 = LULT(h) .  Posons Yt  = {y e Y/a ' (y)  c~ al+T*a2 + ... 
ak+ 1  :/= ;~}. D'apr~s le lemme VII.6, il existe n o e N+ tel que atnza2 n ... ak+ln eL '  
avec z e Y* impl ique n < n o . Prenons s = n o + p avec p e N et w e L. Le mot 
alSwa2S ... a * = k+l e (L}k  a'(L'), done il existe Yl e 171 et un  entier i ~ n o tels 
• " s - - i  s - - i  s - - i  • i eL '  (i = 0 si k > 1) eta  1 wa 2 e a'(yl) .  Donc que at*y~a~ ~ " a~+~ "" aT~+~ 
pour tout p e N et tOUt w ~ L, il existe j e {0,..., no} tel que a~+~wa 2~+~ . . . .  ~e+~v+~ e 
a'(Y~). D'apr+s ce que nous venons de voir, il est facile de montrer que (L}~ = 
• ~ '~,~'P~,~'~,~ . - .  a '~ • " U~.°o (h(g-~(L ") ~ ~ ~ ~ ~ ~ ,~+~a~+~) off h et g sont des homomorphismes 
d6finis par h(a) = g(a) = a, Va ~ T et Vi ~ {1,..., k + 1}, g(a'~) ~- g(ai) = a~, 
h(a'i) = 1, h(ai) -~ ai et off L" = #(]11). Comme GO est un  cSne rationnel clos 
par un ion L" et ~L}~ e GO. | 
En  faisant k = 1, dans la proposition VI I .5 nous retrouvons la proposit ion 
¥ I I .4  14g6rement pr6cis6e: 
COROLLAIRE VII .8. Soient GO un c6ne rationnel dos par union et L langage 
ddfini sur un alphabet ne contenant ni a, ni b. Alors (L}  e GORat implique (L}  e GO. 
Remarquons que l 'hypoth6se de fermeture par un ion du c6ne GO est n4cessaire. 
En  effet Ginsburg et Spanier (1974) ont montr4 qu' i l  existait un  c6ne rationnel 
GO tel que {a~bn/n >/0} e GORat\GO. Donc, si on prend L = {1}, on obtient 
(L} ~ GORat\GO off G ° est un  c6ne rationnel. 
La proposition suivante est analogue ~ la proposition VI I .5 mais nous fait 
descendre "moins bruta lement"  dans la hi6rarchie: 
PROPOSITION VII.9. Soient GO un c6ne rationnel et L un langage inclus clans T* 
avec A ~ T = ;g. Pour tout h ~ ~+,  ~L)2 ~ ~ GOLULT(2k + 1) si et seulement 
si L ~ GOLULT(2k). 
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Pour dfimontrer cette proposition ous utiliserons le lemme suivant: 
L~MME VII.10. Soit L' un langage inclus dam ~Y )~ avec Y (~ A = ~.  
S i  L' appartient h LULT(2k  + 1), il existe n o ~ N+ et L" ~ LULT(2k)  tels que 
{x E Y*/~n >/no , alnxa~ . . . .  a n2k+l eL'} _CL" _C h(L') oh h est l'homomorphisme 
ddfini sur Y u A par h(b) = b si b ~ Y, 1 sinon. 
Ddmonstration. Soit G = (N, T, R, ¢, co) un k @ 1-EDTOL-syst~me u.s.f.n. 
l ibre 5 gauche qui engendreL '  avec T~ YkJz/ ,  V=Nu Tet  N=M× 
{1,..., k + 1}. Etendons l 'homomorphisme h 5 V en posant h(X)  = X,  VX  ~ N.  
Consid6rons G' = (N, Y, R, ¢', co), le syst&me obtenu ~ partir de G en posant 
VX ~ Net  Vd ~ R, X¢'(d) = h(X¢(d)). Montrons que L" - -L~(G')  v6rifie les 
propri4t6s du lemme. 
Comme G' est libre h gauche, L" = La(G') - Ldg(G' ) appartient 5 LULT(2k).  
De plus L" = La(G' ) C_L(G') = h(L'). Enfin il existe n o c N+ tel que si w = 
al~xa2 . . . . .  a~2k+~ eL '  avec n ~ n o et x ~ Y*, tout c~ ~ R* v~rifiant co~(~) = w, 
se factorise en ~c~ 2 de telle fa~on que y~ = co¢(al) v6rifie: Vie {1 .... ,2k  + 1}, 
1 ~ l~(y~) < n. Comme G est libre 5 gauche et qu.e Y~¢(~) = w,. il est facile 
a 1 xa 2 (B, 2) a a "-' a2~ (B, k + 1) *~+' Donc de v4rifier que y~ (B, 1) i~ i~ q * k a2k+l • 
~¢'(~) = (B, 1) ~(B, 2) . .  (B, k + 1) et x ~L~(G') .  | 
Ddmonstration de la proposition VII.9. 
Prenons (L)2 a appartenant ~~LULT(2k  + 1). D'apr~s le lemme VII.7, il 
existe un alphabet Y disjoint de A, un langage L' ~ LULT(2k  + 1) avec L'  _C 
(Y*)2~ et une ~-subst i tut ion a' telle que a'(L') = @)~,  V/~ {l ..... 2k @ 1}, 
cr'(ai) - -  {al} et Vy ~ Y, soit cr'(y) C T*, soit #(y)  (3 a~+T*a~ + .'. a + 
Posons Y~ = {y ~ Y/#(y)  C T*} et Ye = YIY~. I1 est clair queL '  C (y~*)~ 
(Y~)~.  Soient n o ~ N+ etL" ~ LULT(2k)  v6rifiant le lemme pr6cfdent. Montrons 
queL est ~gal 5g(a'(L" ~ ]72)) oflg est dffini A ~ T parg(b) = 1 si b ~ A, b sinon. 
Prenons, en effet, x eL"  ~ Y2 . I1 existe n ~ N tel que w = a~xa~ " ae~+~ eL ,  
donc a'(w) est inclus dans #(I1') ~- (L)2e et g(cr'(w)) C g ( (L )~)  = L. Prenons, 
~70 ~0 ~0 maintenant, x eL .  Le mot w = a s xa~. "" a~+~ ~ (L )~ =- c/(L'). Distinguons 
deux cas: 
~0 ~o no 1) w ~ #(L '  ~ (Y~*)2~). Alors il existe y ~ ](1" tel que a~ ya~ "" a~+~ ~ L' 
ce qui implique y~L"  et x = a'(y)C_ T*, donc x = g(a'(y)) appartient 
g(a'(L")). 
2) w ~ c/(L' ~ (2~)~) .  Alors il existe ye e Y~ tel que x = g@'(y~)) e 
~(~'(Y~)). 
Comme L"~ LULT(2k),  L "u  Y~ appartient ~ LULT(2k)  et comme a'est 
une ~-subst i tut ion a'(L" k3 ](-2) ~ ~¢LULT(2k) qui est un c6ne rationnel, donc 
clos par homomorphisme etL = g(a'(L" t) y,))  appartient 5 ~LULT(2k) .  
Rfciproquement si L appartient ~ ~C#LULT(2k), il existe une ~-subst i tut ion 
242 MICHEL LATTEUX 
et un langage L' _C y*  appartenant ~ LULT(2k) avee Y n A = Net  e(L') = 
L. Comme L' E LULT(2k), il est facile de v6rifier que (L')z~ ~ LULT(2k + 1). 
Etendons a h Y t3 A en posant Vie (1,..., 2k + 1}, ~(ai) ----- (a~}. Nous obtenons 
<L}2 ~ ---- a(<L'}2~) e £fLULT(2k + 1). | 
I1 est facile de v6rifier que si L ~ LULT(2k @ 1), <L>2 ~ ~ LULT(2k + 2) et 
d'apr~s la proposition pr6c6dente avec oW = Rat, <L}2~LULT(2k -} -1)  
implique L ~ LULT(2k), done: 
COROLLAIRE VII.11. Soit L un LULT-langage de rang 2k + 1 defini sur un 
alphabet disjoint de A. Alors L' = <L)2 ~ est un LULT-langage de rang 2k + 2. 
Nous pouvons en d6duire un r6sultat qui peut aussi se montrer h partir de la 
proposition IV.I 3. 
COROLLAIRE VII.12. Pour tout entier k > 1, LULT(k)  n'est pas clos par 
insertion. 
D~monstration. Si k est pair, LULT(k)  n'est pas clos par produit, done ~t 
fortiori, n'est pas elos par insertion. Si k est impair, posons k = 2k' + 1 et 
eonsid6rons un LULT-langage de rang 2k '+ 1 d6fini sur un alphabet T 
disjoint de A. I1 est alors clair que L' = i(E~, L) est de rang an moins 6gal 
~*T*~* ... a* Done r(L') >/ 2h' + 2 et L' ¢ 
LULT(2k '+ 1). | 
Pour k >~ 3, au lieu de faire une insertion dans E~ entre les "al" et les "a2" ,
on peut faire cette insertion entre les "ae" et les "as": 
DI~FINITION. Pour tout entier k ~ 2, et tout langage L nous poserons 
<<L)7~ = {al~a2~xaa . . . .  a~+~/n >~ O, x ~ L}. 
En utilisant le m6me raisonnement que pour la proposition V I I&  nous 
obtenons: 
PROPOSITION VII.13. Soient fun  c6ne rationnel fermd par union et L un 
langage inclus dam T* avec T c~ A = ;~. Pour tout entier k >/2, <<L}I~ 
~LULT(h)  si et seulement si <(L}~ ~ 5¢. 
Nous allons aussi obtenir un r6sultat analogue ~ la proposition VII.9, mais 
cette lois, nous descendons de deux "crans" dans la hi6rarchie en passant de 
5¢LULT(2k) 5 5¢LULT(2k --  2). 
PROPOSITION VII.14. Soient oocP un cdne rationnel et L un langage indus dam 
T* avec T ~ A = ;~. Pour tout entier k >/2,  <<L}2~_ I ~ £¢LULT(2k) si et 
seulement siL ~ oL#LULT(2k --  2). 
La d6monstration de cette proposition repose sur les deux lemmes suivants. 
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Le premier lemme se dfimontre de la m~me fagon que le lemme VII.7. La 
modification de l '~nonc~ provient du fait qu' ici  on fait une insertion dans E~ 
avec k >/3 .  
LEMME VII .  15. Soient ~ et c~e deux ednes rationnels et un langage L C_C_ T* avec 
T ~ A = ~,  tels que ( (L )e  e ~ avec k >~ 2. Alors il existe un alphabet Y 
disjoint de A, un langage L'  e ~F~ avec L'  C ( (Y* )e ,  des langages L~ ..... L n e 
et une ~-subst i tut ion a tels que Vy e Y, a(y) C_ T*, V ie  {1,..., k 4- 1}, a(a¢) = {ai} 
LEMME VII.16. SoientL'  un langage inclus clans ((Y*)ek_~ avec Y r~ A ~ ~,  
un entier k >~ 2 et h l'homomorpkisme difini sur Y k3 A par h(b) = b si b a Y, 
1 sinon. S iL '  appartient h LULT(2k) ,  i lexiste n o e ~ etL" e LULT(2k  - -  2) tels 
que {x ~ Y*/Sn >~ n o , a~a~xaa . . . .  a2~ eL '}  C_L" C_ h(L'). 
Dimonstration. Soit G : (N, T, R, ¢, ~o) un k-EDTOL-systbme u.s.f.n, qui 
engendre L' avec T ~- Y~ A, K = NUT et N = M X {1,..., k}. Etendons 
l 'homomorphisme h 5 V en posant h(X)  = X ,  VX  a N.  Consid6rons G' = (N, 
Y, R, ¢', w) obtenu fi partir de G en "effa~ant les lettres de A"  (on pose VXe N 
et Vd e R,  X¢ ' (d)  ~ h(X¢(d))). I1 existe, pour le systbme G, un  entier n o tel que 
'* a L' si w = a~'Za2~xaff "" ael ~ avec n >/n  o et x e Y*, tout ~eR*  vfirifiant 
~o~(a) = w se factorise en ~1~ de telle fa~on que y~ = w¢(~) v~rifie: 
V ie{1  .... , 2k}, 1 ~ l~(y~)< n. On en d~duit, comme au lemme VII .10 
que x eL"  =Lda(G'  ) qui appartient fi LULT(2k -  2) et qui est inclus dans 
L(G')  --/~(L'). I 
Dgmonstration de la proposition VII.14. 
-.Prenons ((L)2~_ 1 appartenant ~t ~LULT(2k) .  Appl iquons le lemme VII.15 
avec ~ cS et ~*° 2 = LULT(2h) .  Soit g l 'homomorphisme d4fini sur T u A 
par g(b) ~ 1 si beA,  b sinon. Le langageL  est 6gal ~g(((L)~,),  doncL  = 
g(a(L')) u (0~=1 g(L~)). Comme les langages L i ,  pour i = 1 .... , n appart iennent 
~,  et comme k >/2 ,  LULT(2k  - -  2) est clos par union ainsi que le c6ne 
fLULT(2k  - -  2), donc L 0 = (J~=l g(L~) appartient 5 ~LULT(2k  - -  2). 
Soit L" le langage construit au lemme VII.16. Alors a(L") appartient 
f LULT(2k  - -  2). I1 nous reste ~ montrer que c~(L") u L o = g(~(L')) u L o = L. 
Comme pour tout y e Y, a(y) C T*, on a cr(L") C a(h(L')) C_g(a(L')). Prenons, 
• ~o ~o ~o ... a'~Oe ~tL'~ et il existe z e Y* tel que maintenant,  x eL \L  o Alors a I a 2 xa  2k t ] 
q~o no no ~go a~ a 2 za 3 "" a2k eL '  avec x e or(z). D'apr~s le lemme VII.16, z appartient ~ L" 
et x c or(L"). Donc L = a(L") tJ L o appartient ~ ~LULT(2k  - -  2). 
R6ciproquement, si L e ~°LULT(2k  - -  2), il existe dans LULT(2k  - -  2) un 
langage L'  _C y*  avec Y (3 A = ~ et une ~°-subst i tut ion ~ telle que L = cr(L'). 
I1 est facile de v6rifier que ((L ')2k_ 1 e LULT(2k)  (on prend un h-EDTOL-  
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syst~me ultralin6aire libre 5 droite et ~ gauche qui engendre L', puis on construit 
ce qui entoure L'). Etendons ~ a Y v3 A en posant a(b) -= {b}, Vb ~ A. Alors 
( (L}~_~ = a(((L'}=~_~) ~ GOLULT(2k). II 
Prenons un LULT- langage de rang p, L inclus dans Y* avec Y ~ A = 75 
et un entier k >/2.  Posons L' = ((L}2~_ 1. S ip  ~ 2k - -  2, il est facile de 
construire un k-EDTOL-syst~me ultralin6aire qui engendre L', donc r(L') <~ 2k 
et comme r(L') >/r(E2k) = 2k, on obtient r(L') = 2k. Si L E LULT(2k),  on 
peut construire un (k @ 1)-EDTOL-syst6me ultralin6aire libre qui engendre L', 
donc r (L ' )~  2h q-1.  Or, la proposition pr6c6dente implique, en prenant 
GO = Rat, que r(L') = 2k entralne r(L) <~ 2k - -  2. Nous en d6duisons: 
COROLLAIRE VII.17. Soient kun  entier >/ 2, L un LULT-langage de rang p 
indus dans Y* avec A c~ Y = 75 et L' = ((L}2k_ 1 . Alors L' est de rang 2k si 
p <~2k- -2etL 'es tderang2k+ 1 s i2k+ 1 <~p ~2k.  
Remarquons, aussi, que la proposition VII.9 reste valable si on remplace 
(L)2k par ( (L)2 ~ . La d6monstration est tout 5 fait semblable. 
PROPOSITION VII.  18. Soient GO un cdne rationneI et L un langage inclus dam T* 
avec T (5 A ~_ ~.  Pour tout k ~ N+ , ( (L)2 ~ e GOLULT(2k + 1) si et seulement 
si L E GOLULT(2k). 
Pour toute famille de langage GO et tout t ~ N+, l 'op6rateur _~t est dffini par 
induction au moyen des relations ZE 1 = _~a et S~t+ 1 = _~t~. Rappelons un 
r6sultat r~s important dfl 5 S. Greibach (1970) (cf. 5 ce sujet Beauquier, 1978a, b 
et Latteux, 1978). 
PROPOSITION VII.19 (Greibach, 1970). Soient GO1 et GO~ deux c6nes rationnels 
clos par union et L t , L 2 deux langages ne contenant pas le mot vide et ddfinis sur des 
alphabets disjoints. S i  s(Lz , L1) ~ GOl~q~2 alors, soit L 1 ~ GO1, soit Lz ~ GO2. 
Nous pouvons en d6duire deux r6sultats: 
COROLLAIRE VII.20. Soient GO, GO' deux c6nes rationnels clos par union mais 
pas par dtoile. Alors, Vt E N+ , GO_~'t C Go~'tRat. 
Ddmonstration. Soient Let  L' deux langages ne contenant pas le mot vide et 
d6finis sur des alphabets disjoints tels que L ~ GORat\GO et L '~  GO'Rat~GO'. Le 
langage s(L', L) appartient ~ ~°Rat~°'Rat qui est 6gal ~ ~c¢~'Rat puisque 
Rat GO' = GO'. Si GO_~' = GOGO'Rat, la proposition pr6c6dente implique, soit 
L c GO, soit L' ~ G °', d'ofi la contradiction. Donc GO~' C GOGO'Rat et on montre 
par induction que Vt ~ N+, Go c~°' t C GO_~',Rat. | 
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COROLLAIRE VII.21. Soient ~L~ et ~q~' deux c6nes rationnels clos par union tels 
que 2e 2 ~e~' a ~ '  ~ ~e'~'. A~o,~, ~ou, tout t ~ ~+ , ~_~ ~ ~_~'~+~ . 
Dgmonstration. Supposons que ~o,  =_ ~cP_~'~. Alors ~_~'= ~f_~£ = 
~_c~_~,~¢,_~,. Prenons deux langages L et L'  ne contenant pas le mot vide, d6finis 
sur des alphabets disjoints et tels que L ~ ~ c~z°'\~ et _~' ~ ~c~,_~o,\cp. Le langage 
s(L',L) appartient ~ ~q~'~ = ~W_~' et la proposition VII.19 implique, soit 
L ~ ~o soit L '~ ~ ' ,  d'ofl la dontradiction. On montre, par induction, que 
vt ~ r~+, z f~;  ~ ~;+~.  I 
PROPOSITION VII.22. Soit ~ un cdne rationnel clos par union tel que ~ ~= 
f LULT .  Alors, il existe un entier k o tel que ~ ~ ~LULT(ko)C~LULT(k  o + 1) 
et tel que pour tout entier k > k o , on ait: 
i) Vt ~ N+, XdLULT(k)t Rat C ~aLULT(k -[- 1)t, 
ii) Vt ~ [~+, ~¢LULT(k),  Rat C £¢LULT(k)t+I si k > 1, 
iii) Vt c N+, ~aLULT(k)t C XCLULT(k)t Rat si k est pair. 
Ddmonstration. S i~ ~ ~aLULT,  i lexistepE N+te lqueoWC~LULT(p) .  
Posons P0 le plus petit entier p v6rifiant ~¢ C XdLULT(p).  Nous avons alors 
S = SLULT(ko)  C XCLULT(k 0 + 1) avec k 0 --  P0 --  1. Les inclusions qui 
apparaissent dans i), ii) et iii) sont 6videntes, il nous reste fi montrer qu'elles 
sont strictes: 
i) Prenons un langage L _C T* avec T n A = ~,  appartenant ~l 
o~aLULT(k)/oW. Le langage L' ~ (L)~ appartient fi ~LULT(k  _u 1), donc, 
Vt ~ N+, L'  ~ £¢LULT(k  + 1)t. Par contre, L'  • ~cPLULT(k)t+I. En effet, 
d'apr~s Ia proposition VII.5, dans le cas contraire, on aurait (L)1 ~ ~ ~ etL  ~ of, 
d'ofl Ia contradiction. Comme ~°LULT(k)t  Rat est inclus dans ~cPLULT(k)t+I, 
on obtient L'  ~ ~°LULT(k  + 1)t \~LULT(k) t  Rat. 
ii) Si k = 1, on a LULT(1)  = Rat, donc ~aLULT(1)t Rat = ooC, WRat ~- 
~°LULT(1),+I . Par contre, si k > 1, on sait, d'apr~s la proposition V.6 que 
LULT(k)  n;est pas clos par substitution, donc LULT(k)  C LULT(k)  LULT(k).  
Comme k est sup6rieur ~ k 0 , ~ C ~LULT(k )  et d'apr~s le corollaire VII.21, 
Vt ~ N+, ~°LULT(k)t  C ~LULT(k ) t+ I  . Supposons, maintenant, qu'il existe 
t ~ N+ tel que ~¢LULT(k)t Rat ~ ~LULT(k ) t+ I .  Comme LULT(k)  est un 
c6ne rationnel, Rat LULT(k)  = LULT(k)  et on aurait, alors, ~LULT(k)t+2 = 
~LULT(k ) t  Rat LULT(k)  = ~LULT(k)t+~ , d'ofl la contradiction. 
iii) Si k est impair, LULT(k)  est une FAL, donc LULT(k)  = LULT(k)  
Rat et Vt ~ N+, ~°LULT(k)t  = ~LULT(k ) t  Rat. Par contre, si k est pair, 
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LULT(k)  C LULT(k)  Rat. De plus, d'apr6s la proposition VII . l ,  -L~°LULT(k) C 
~LULT(k )  Rat et le corollaire VII.20 implique: Vt~ I%1+, .WLULT(k)~ C 
oWLULT(k), Rat. | 
VII I .  CROCHET GI~NERALISE 
Au lieu de faire des substitutions dans un LULT-langage, comme a la section 
pr6c6dente, nous allons, maintenant, effectuer des substitutions dans S(G), 
le langage de tous les roots "d6riv6s ~ partir de l'axiome" dans un EDTOL- 
syst&me lin6aire G, ces substitutions devant pr6server les lettres terminales de 
ce syst&me. De fagon plus pr6cise, s0ient G ~- (N, T, R, 4, ~) un k-EDTOL- 
syst&me lin6aire et 5¢ une famille de langages. Posons: 
dr(G, 5¢) = {a(S(G))/a est une substitution telle que 
a(a) = {a}, Va ~ T et a(X) ~ ~,  VX ~ N). 
Pour tout k E ~+,  l'op6rateur de k-crochet fair correspondre ?~ toute famille 
de langages ~,  la famille, notre [Sa]~, qui est ~gale ~ {L ~ 5f(G, £f)/G est un 
k'-EDTOL-syst~me lin~aire} si k = 2k' et ~ {L ~ 5~(G, ~) /G  est un k' -EDTOL- 
syst~me lin6aire libre} si k = 2k' --  1 (il est facile de voir que l'on obtient une 
famille diff~rente si on remplace "libre" par "libre ?~ gauche"). 
Remarquons que pour tout c6ne rationnel 5¢, on pourra toujours supposer 
que G est sous forme normale sans r6gle terminale, c'est-?a-dire que pour tout 
langage L appartenant ~t [~]2~ (resp. [~°]2k_a) , il existe un k-EDTOL-syst+me 
1.s.f.n. (resp. 1.s.f.n. libre) G sans r~gle terminale tel queL ~ 5P(G, ~) .  Pour tout 
c6ne rationnel c~o, [5¢] 1 est 6gal au plus petit c6ne rationnel clos par union et 
contenant ~ et [~]~ est ~gal ~t [Sq] qui est le plus petit c6ne rationnel contenant 
5g et clos par union et crochet (el. Boasson, Crestin et Nivat, 1973). Pour toute 
famille de Langage 5¢, nous poserons [&o]. = U~>~ [~]~ et nous dirons que 
est fermd par k-crochet (resp. ferm6 par crochet g~n~ralis~) si c f  = [Sg]~ (resp. 
= [~] , ) .  
Montrons d'abord: 
PROPOSITION VIII.1. La famille L IL  = [Rat]. = [L IL ] .  est le plus petit 
c6ne rationnel dos par crochet ggngralis& 
Dgmonstration. Soit G = (N, T, R, ¢, w) un k-EDTOL-syst6me lin6aire. 
Prenons une substitution a d6finie sur V =- N u T par a(a) = {a}, Va ~ T et 
a(X) = ;~, VX e N. Alors L(G) = a(S(G)) ~ [Rat]. et L IL  _CC [Rat] . .  Consi- 
d6rons, maintenant, une substitution a' d6finie sur N u T qui v6rifie: Va ~ T, 
a'(a) = {a} et VX ~ N, a'(X) e LIL.  Comme N ne contient qu'un nombre fini 
d'fil6ments, il existe un entier positif t tel que a'(X) ~ LIL(t). Prenons k' ~ ~+ 
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tel que 2k' e {t, t + 1}. I1 est alors facile de construire un kk'-EDTOL-syst~me 
lin6aire qui engendre a'(S(G)). Done [L IL ] , _CL IL  et [Rat], _C [L IL ] ,  _C 
L IL  _C [Rat], implique bien: L IL  = [Rat], ---- [ L I L ] ,  est le plus petit c6ne 
rationnel clos par crochet g6n6ralis6. | 
Pour tout langage Let  tout entier positif k posons: 
(L)~ =- {wx~# ~ "'" Wx~#R/w e {a, b}*, x i eL ,  V ie  {1 ,..., k}}, 
(L)~_l = {wx~ ~ "" wx~/w e {a, b}*, xi eL ,  V ie  {1,..., k}} 
W {xlw "" ~x~w/w ~ {a, b}*, xi eL ,  V ie  {1,..., k}}. 
I1 est clair que, Vk e N+, [Rat]~ = LIL(k). Nous avons, alors, d'apr~s la 
section VI, Vk ~ N+, [Rat]~ = ~(({1})~), le plus petit c6ne rationnel contenant 
le langage (L), off Les t  le langage r6duit au mot vide. G6n6ralisons ce r6sultat 
en montrant: 
PROPOSITION VIII.2. Soit ~ un c6ne rationnel clos par union. Pour tout 
entier positif k, [~  est dgal h ~(£¢£) le plus petit c6ne rationnel contenant ~8£ = 
{(L)k/L E ~}.  
D(monstration. I1 est facile de montrer que [~cP]k est un c6ne rationnel clos 
t ! par union, contenant ~k  - Done c~(~--cPk) est inclus dans [~]k • 
R6ciproquement, prenons, d'abord, k = 2k' avec k 'e  N+. Soient G = 
(N, T, R, ¢, w) un k'-EDTOL-syst~me 1.s.f.n. et ~ une £¢-substitution telle que 
a(a) = {a}, Va E T. Posons L' = a(S(G)) et ~a,, = {a(X) /X  e N}. Comme c~¢,, 
est une famille finie de langages appartenant ~~ qui est un c6ne rationnel clos 
par union, il existe un langageL e ~,  d6fini sur un alphabet disjoint de {a, b, ~, /~} 
et tel que ~q~"C ~(L). En utilisant le fait que la langage ({]})~ est un g6n6rateur 
de LIL(k) = [Rat]7~, d6fini sur un alphabet ne contenant aucune lettre occurrant 
dans un mot de L, il est facile de montrer que L' e ~((L)I¢). Donc ~(~k ' )  = 
[~]~, . 
Si k est impair, le m~me raisonnement implique c~(~£) = [~]k .  | 
En particulier, si ~ est un c6ne rationnel principal, Vk e N+, [~'~']k est un 
c6ne rationnel qui est encore principal. Plus pr6cis6ment, on obtient: 
COROLLAIRE VIII.3. SoitL un langage inclus dam T* avec T(~ (a, ~, b, b} = ~.  
Alors, Vk E N+, [~f(n)]e st dgal a ~((L)k ). 
Consid6rons un langage L C T* avec T c~ {a, ~, b, b} : ~. II est clair que, 
pour tout c6ne rationnel clos par union, ~v, (L)k e [£¢]~ pour tout L e ~a. Par 
contre (L)~+I ne peut pas appartenir fi [L-cP]~\~ °. En effet: 
PROPOSITION VIII.4. Soient ~ un c6ne rationnel clos par union et L un langage 
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indus dam T* avec T m{a, b, ~, b} ~-;~. Alors, Vk~ N+,  (L)~+~¢ [&a]~ 
implique (L)~+~ ¢ &a. 
Ddmonstration. Prenons k = 2k' - -  1. Soient G = (N, T, R, 6, o~) un 
k ' -EDTOL-syst&me 1.s.f.n. sans r&gle terminale t~ une &a-substitution telle que 
e(a) = {a}, Va ~ T et ~(S(G)) = (L)~+I . S iL  est non vide, on peut supposer que 
~(X) ~ ~,  VX ~ N. I1 est, alors, facile de v6rifier que S(G) est fini et qu 'on 
peut se ramener au cas od S(G) -~- {(B, 1) "" (B, k')/B ~ M}. N6cessairement, 
VB ~ M, il existe au plus un i ¢ {1 .... , k'} tel que cr((B, i)) soit infini. Comme &a 
est un c6ne rationnel clos par union, on en d6duit (L)~+~ ~-- e(S(G))~ &a. Si 
h ~ 2h', le m~me raisonnement implique, encore, (L)e+l ~ &a. | 
Etudions, maintenant,  les langages de [&a]e qui sont des produits de langages 
d6finis sur des alphabets disjoints et montrons:  
PROPOSITION VI I I .5.  Soient &a un c6ne rationnel et L1, L 2 deux langages 
difinis sur des alphabets disjoints. Alors, Vk ~ N+,  LIL ~ e [&a]~+l implique, soit 
L1 ~ [&a]k, soit L 2 ~ [&a]k - 
D3monstration. Soient T 1 , T 2 deux alphabets disjoints teis que L 1 _C T~* et 
L2 _C T2*. Si L1L 2 ~ [&a]k+l avec k -1- 1 pair le r6sultat cherch6 se d6duit directe- 
ment de la proposit ion VI I I .11.  
Prenons, donc, k -+- 1 = 2k' - -  1 avec h' >/2  et consid6rons un k ' -EDTOL-  
syst~me l.s.f.n., l ibre, G=(N,  T ,R ,¢ ,o J )  avec N=M×{1 ..... k'}, V= 
N w T, A = nt(co), T = T 1 u T 2 et une &a-substitution ~ d6finie sur V telle 
que o(a) = {a}, Va ~ T et LIL ~ = a(S(G)). On peut supposer que a(S(G)) = 
~(S(G)\T*). En effet, dans le cas contraire, posons M '  = M u (F} avec F ¢ 34, 
N '= M'× {1,..., k'}, R '= R ~3 {dl} avec d 1 6 R et consid6rons le syst~me 
G' = (N', T, R', ¢', w) off ¢ '  est d6finie par: 
- -  Vd, r&gle non terminale de G, VX E V, X¢'(d) = X¢(d),  
- -  gd, r&gle terminale de G avec B = ntg(d), on pose (B, i) ¢ ' (d)  = (F, i), 
VIE{1 .... ,k'}, 
- -  V i  E {1 ...... h '} ,  (F ,  i )  ¢ ' (da)  = 1. 
Etendons a 5 V'  en posant (r((F, i)) = {1}, Vi ~ {1,..., k'}. I1 est, alors, clair que 
~( S( G')\ T*) = ~( S( G') ). 
Pour i = 1, 2, hi dfsignera l 'homomorph isme d6fini sur V par h~(a) = a si 
a e T i td N, 1 sinon. Consid6rons le syst+me G 1 = (N1, T1, R1, ¢1, ~°1) avec 
2V~ = M × {1 ..... k '  - -  1}, 0., 1 = (A ,  1) "'" (A ,  k '  - -  1), R 1 = {d  E R/VB ~ 3/1, 
l r ,((B , k') ¢(d)) = 0} et off ¢, est d6fini par: VX~ V, = N,  u T1, Vd~R~,  
X¢, (d )  ---- h,(X¢(d)). 
Soit a 1 la &a-substitution d6finie sur V 1 par al(a ) = {a}, Va E T 1 et VB ~ M, 
Vj E{1 ..... k ' - -  1}, o~((B,j)) = h~((~((B,j))) si . ( (B,  h'))C_ T*, ;~ sinon. I1 est 
facile de v6rifier que L~ = al(S(G1) est inclus dans L~ et appart ient 5 [&a].z~'-2 •
Consid6rons le systbme G 2 ~-  (N~, T 2 , R 2 , ¢3, o~) avec N~ = M x {h'}, 
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,o~ - (A ,  k'), Re = {deR/VB~M,  Vje{1,..., k' --  1), lr~((B,j)¢(d)) = 0} et 
off ¢~ est d6fini par: VX ~ V~ = N~ u T~ , Vd ~ R~ , X¢~(d) -= k~(X¢(d)). 
Soit % la ~C~-substitution d6finie sur V~ par a2(a) = {a}, Va ~ T~ et VB ~ M, 
a2((B, k')) := h2(a(B, k')) si Vj ~ (],..., k' -- 1}, a((B,j)) C_ Tf,  ~ sinon. Alors 
L'~ --~ a~(S(G)) est inclus dans Lz et appartient h [~¢]z donc h [~]2z/_z. 
Prenons x 1 ~ L 1 et xz ~ ~z .  II existe alors a 6 R* tel que o~¢(~) = y ~ S(G)\ T* 
avec nt(y) == Bet  x~xu ~ c~(y). Pour i .... 1, 2, posons Yi = o~i6(~). Distinguons 
deux cas: 
t i) a (y~)n  T*~T2 + :# ~.  Alors a(y~)~ T*~ et x~(y~)  avec 3'~ = 
~otq~(a) donc x~ ~L; .  
ii) Dans le cas contralre, a(y~) _C T~*, et x~ ~ a~(y'e) avecy'~ = c0~¢~(~) donc 
! 
x 2 ~ g 2 . 
Nous en d6duisons que L~L~----L~L~ u L~L'~ ce qui implique, soit L~ 
COROLLAIRE VIII .6. Soient c~ un c6ne rationnet dos par union, k un entier 
positif et L un langage indus dam T* avec c ~ T. Alors, si, Vp E ~+ , (Lc) p e [~¢]e 
nous avons, Vp e ~ + , (Lc)~ e ~.  
Ddmonstration. Si k = 1, comme ~f est clos par union, nous obtenons tout 
de suite te r6sultat puisqu'alors [~L~a]l = ~,a Si k est sup6rieur ~ 1, par hypoth~se, 
Vp~ N+, (Lc) '~ e [~]k et comme c 6 T, (Lc) 2~ est rationnellement 6quivalent "~ 
(Lc) ~ L' oil L' est la "recopie" de (Lc) ~ sur un alphabet disjoint. La proposition 
pr6cfdente ntraine, alors, Vp ~ ~+, (Lc) ~ ~ [~Z717~_1 et on obtient e r6sultat par 
induction. | 
Supposons, maintenant que [~C~v]k soit clos par produit et prenons dans [~]r, 
un langage L _C T* avec c 6 T. Nous avons, alors Vp ~ ~+, (Lc )~ [~o]~ et 
d'apr~s le coroUaire pr6c6dent, Vp~ N+(Lc)~ [~]~. donc L~ [~]e ce qui 
implique oW = [~L~]e : 
COROLLAIRE VIII.7. Soit ~ un c6ne rationnel clos par union. Pour tout k ~ N, 
[~c~]k est dos par produit si et seulement si loW]7 ~ = ~ = ~F in  o/~ Fin d~signe 
la famille des langages finis. 
Pour tout c6ne rationnel ~¢, il est clair que [~] .  est ctos par produit, done 
VL~ [£~],,  Vpe ~, (Lc )O~[~] . .  Nous avons, cependant, pour [~] ,  une 
propri6t6 analogue au corotlaire VIII.6. 
COROLLAIRE VIII.8. Soient un langage L ~ T*, une lettre c ~ T et ~ un c6ne 
rationnel dos par union. Alors (Lc)* c [c¢], si et seulement si (Lc)* eoW. 
Dgmonstration. Si (Lc)* E [~] , ,  il existe k ~ N+ tel que (Lc)* ~ [~¢]~. Si 
k = 1, comme L~CP,est clos par union, (Lc)* E [~] i  = ~-  $i k est supfirieur ~ 1, 
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prenons d 6 T. Le langage (Lc)* d(Lc)* est rationnellement 6qnivalent ~t (Lc)* 
donc appartient ~ [£f]~ et la proposition VI I I .5 implique (Lc)* ~ [5¢]~_~. D'ofl 
le r&ultat que l 'on obtient par induction. | 
En particulier: 
COROLLAIRE VIII .9. Soit ~ un c6ne rationnel clos par union. [~q~] , est une FAL  
si et seulement si [~] ,  = ~¢ = £¢Rat. 
Dans Boasson, Crestin et Nivat (1973), il est montr6 une int6ressante propri&6 
de la'fermeture par crochet: 
PROPOSITION VIII.10. (Boasson, Crest inet  Nivat, 1973). Soit ~ un c6ne 
rationnel clos par union, L 1 , Le deux langages non rationnels ddfinis sur des alphabets 
di~oints. Alors L~Le ~ [oW] implique LI et L~ ~ ~.  
Nous allons g6n6raliser ce r6sultat en montrant: 
PROPOSITION VIII.11. Soient ~ un cdne rationnel, L 1 , Le deux langages non 
rationnels difinis sur des alphabets disjoints. Alors LIL 2 ~ [~¢]2k implique L1 et 
L 2 ~ [oW]2k_l • 
Ddmonstration. Soient T 1 et T 2 les deux alphabets disjoints tels que L 1 _C TI* 
et L 2 _C T~. Prenons G ~ (N, T, R, ¢, co) un k-EDTOL-systbme 1.s.f.n. sans 
r~g le termina leavecN=M × {1 .... ,k}, V ~- N u T, T= T t k) T~,nt(¢,) = 
A et une ~qa-substitution ~ telle que a(a) z {a}, Va e T et L1L ~ = ~r(S(G)). 
Prenons x 1 eL  1 et x~ ~L 2 . Alors XlX 2 ~ ~(y) avec y = yl(B, 1) ""ye(B,  k) 
Yk+l ~ S(G) et nous allons examiner dans y off se troupe la "coupure" corre- 
spondante au passage de T* 5 T2*. Distinguons deux cas: 
1 --Yk+l appartient ~ T2*. Alors, il existe un k-EDTOL-syst~me 1.s.f.n. G', 
l ibre 5 droite tel que S(G') = {z E V*N/zT~* c3 S (G)~ ~}. Le langage L'I 
obtenu en effaqant dans a(S(G')) les lettres de T~ est inclus dans L1, contient xl 
et appartient 5 [~a]2k_ 1. 
2 - -Yk+l  appartient 5 T~+T*2. Alors le langage R e = {zE T~*/V*T~+zn 
S(G) ~ ~ } est un langage rationnel inclus dans L2, contenant x 2 . 
On en d6duit que L1L ~ = L~L~ ~ L~R=. Comme L~ est non rationnel, R~ est 
strictement inclus dans L=, ce qui entralne L 1 = L'~ ~ [~-c~]2e_ 1 . On montrerait, 
de fagon sym&rique, que L= e [~]~_~.  | 
On peut aussi montrer: 
PROPOSITION VIII.12. Soient ~ un c6ne rationnel clos par union, L 1 ,..., LI~ 
des langages non rationnels ddfinis sur des alphabets disjoints avec k ~ 1. Si  le 
produit L = L 1 "" L~ appartient ~ [~v]~, alors il existe j ~ {1 .... , k} tel que Lj ~ oLf. 
Ddmonstration. Si k ~ 1, L l~[&v] l  = ~qv. Si k = 2k ' ,  la proposition 
EDTOL SYSTEMES ULTRALINEAIRES 251 
'prfcfdente implique, soit L2e. e Rat _C ~,  soit L 1 ,..., Lz~,xl e [~]2E-1 • On 
peut, done, se placer dans le cas off k = 2k' - -  1 >~ 3. 
Consid6rons un k'-EDTOL-syst~me lin6aire G = (N, T, R, ¢, o,) libre, sous 
forme normale sans r+gle terminate avec N = M × {1 .... , k'}, V = N u T, 
T = T '  W T", T '  n T" = ~,  L1L 2 CC T'*,  L a "" L k C_ T"*, nt(o~) = A et une 
~C~-substitution a telle que a(a)= {a}, Va ~ T et a(S(G) )= L. Les homo- 
morphismes h' et h" sont d6finis sur V par: h' (X)  = h"(X) ~-X ,  VXEN,  
h'(a) = a, h"(a) = 1, Va e T'  et h'(b) = l, h"(b) = b, Vb e T". Construisons 
quatre EDTOL-syst~mes lin6aires. 
t t ! t ¢ 
Posons G. = (X, T', R . ,  6 . ,  coo) avec w, = (A, 1)(A, 2), R. = {de_R~ 
((B, 1) "'" (B,k ' ) )  ¢(d) = C, 2) x e avec B = ntg(d), C = ntd(d) et 
t t x 2 e (N u T")*}. La fonction Cg est d6finie par: VX e V'  = N u T', Vd ~ Ra 
X¢'g(d) = h'(X¢(d)).  G£ est libre ?a droite et fi gauche. 
tt tp It t¢ It It t tl Posons G o = (N, T , Ro, ¢ , ,  ~'a) avec ~% = (A, 2) "'" (A, k ), R ,  = {d ~ R~ 
(B, 1) --" (B, k')) ¢(d) =(C ,  1) x.(C, 1) x~(C, 2) x. avec B ~-ntg(d),  C ~- 
tt tt ntd(d) et x I e T'*} et VX e V" = N w T", Vd e Rg, X¢~(d) = h"(X¢(d)). Gg 
est libre ~t gauche. 
t t / ~ t t Posons G a = (N, T ,  e'a, (Od, we) avec co a = (A, 1), R a ~- {d~ R/((B, 2) "" 
((B, k')) ¢(d) e (N u T")*, VB e M} et VX e V', Vd e R~, X¢~(d) = h'(X¢(d)).  
l~osons G~ = (N, T", R~,  4~ . . . . . . .  = ,O,d) avec w a =wa,  R a {d~R/VB~M,  
(B, 1 )¢(d)e(NU T')* et (B,E)¢(d)eV*N} et VdsR~,  VX~Nu T", 
X¢~(d) = h"(X¢(d)).  G~ est libre ~ droite. 
La substitution a' est d6finie sur T'  w M × {1, 2} par: #(a)  = {a}, Va ~ T' 
et VB e M, V ie{ l ,  2}, a'((B, i)) = h'(~((B, i))) si a((B, j ) )  C_ T"*, Vj E {2,..., k'}, 
sinon. La substitution a" est d6finie sur T" u M × {2, . ,  k'} par a"(a) = 
GttllB -x\ {a}, Va ~ T" et VB ~ M, Vj e {2,..., k'}, t( , j ) )  = h"(a((B, j )))  si a((B, 1)) C T'*, 
sinon. Comme G~ et G~ sont des (k' - -  1)-EDTOL-syst~mes libres, L" = 
a"(S(G~) u S(G~)) appartient h [~°]~_ 2 . De plus, L" est inclus dans L 3 .." L~. 
Prenons x' ~L1L 2 et x" ~L z - - -Le.  I1 existe ~e R* tel que x'x" ~a(y  0 avec 
y~ = w¢(~). Comme y~ ~ NV*  u V 'N ,  il est facile de v6rifier que, soit x" eL" ,  
soit x' eL '  = a'(S(G'a) U S(G'o) C_L~Lz . Done L = L'La "" L~ U LaLeL" ce qui 
implique, soit L a .... L~ ~ L", soit LaLz = L'. 
Dans le premier cas, La "-" L~ e [~]k-z  et on obtient le r6sultat par induction. 
I1 nous reste done ~ montrer que si L'  = L tL  z , alors L~ appartient ~~-q~. Soient 
T1 et Tz les alphabets disjoints tels queL~ _C T[  etL~ _C T~*. Les homomorphismes 
hi ,  i = 1, 2 sont d6finis sur V' par hi(X)  = X ,  VX  ~ N,  h~(a) = a, si a ~ Ti , 
1 sinon. Posons Z a = a'(S(G'a)), Zg = a'(S(G;)). 
Considfirons les syst~mes lin~aires uivants: 
- -  C' = (N, T1 R' (A, 1)) avee 
g l  ' g l  ' 
R'g, = {d e R~/VB e M,  (B, 2) ¢~(d) ~ (N w 7"2)* } et 
VX e VI = N w T~, Vd e R;1, X¢~i(d ) = h1(X¢~(d)). 
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- -  G~ - -  (N, 712, R~,  ¢~,  (A, 2)) avec 
R" = {d ~ R'~/VB ~ M,  (B, 1) ¢~(d) e V*} et g~ 
vx  ~ v~ = N w T~ , Vd ~ R L , X¢~,(d) = h2(XCM)). 
- -  C~, = (N, 7"1, R~,,  ¢~,  (A, 1)) avec 
R'a~ = {de  R[~/VB ~ M,  (B, 1) ¢~(d) e T '*NT~} et 
VX ~ V~, Vd ~ R~,,  X¢~,(d) = h,(X¢'a(d)). 
- -  G~ = (N, T~, R~,  6~,  (A, 1)) avec 
R'~ = {d ~ R~/VB ~ M,  (B, 1) ¢~(d) ~ T*NT '* )  et 
vx  ~ v2, Vd ~ Rd:2, X¢~,(d) = h~(XCM)). 
t ! ! t t ! Posons Lo = hlO ~ (S(C. ) )  CL1, L. = ho o ~2(S(G.2)) CL~, Ldl = h o ~' 
! 1 t ~t  1 - -  t v2  . " - -  t 
( S (Ga) )  C_L a et La2 h z o ~z(L(Ga)) C_ L 2 ou la substitut ion ~2 est d6finie sur 
M × {2} u T z par Va~ T~, az(a ) ---- {a) et VB~M,  ~((B ,  2)) = #((B,  2)) si 
~((B, 1)) _c Tf,  ~ sinon. 
I1 est alors facile de v6rifier que L'g~ et L~ appart iennent ~~.  D 'autre  part, 
C comme, pour tout B ~ M, az((B , 2)) _ {1), Lg~ etL~, sont des langages rationnels. 
C ' ' C ' ' Enfin, il est clair que Z a LaL2~3LL  CLL  et Z L LULL  CLL  , 
- -  1 1 d 2 - -  1 2 g - -  g l  2 1 g2 - -  i 2 
donc L1L 2 = Z a U Z~ = (L'a2 tA L'g) L 2 tA L~(n'a~ W n'g~). Comme L 2 est non 
rationnel, nous en d4duisons que L 1 ~ L'a~ k) L'g~ appart ient ~ ~.  | 
Par contre, pour tout k ~ t~+, on peut trouver des langages non rationnels 
L 1 .... , L k d6finis sur des alphabets disjoints, tels que L -  L 1 ... L k ~ [~]k+l  
et Vi~{1 ..... k}, L i ~ ~.  Prenons en effet ~%o : Rat et Vi~{1 ..... k}, L i : 
{ai~bi~/n ~ 0}. Le langage L = L 1 "-- L~ est de degr6 k + 1, donc appart ient 
[~%o]~+~ = [Rat]7~+ 1 = L IL (k  -[- 1). Remarquons,  aussi, que pour k pair, nous 
pouvons obtenir  un r6sultat plus fort: 
PROPOSITION VI I I .13.  Soient 56 un c6ne rationnel dos par union, L~ .... , L2k 
des langages non rationnels d~finis sur des alphabets disjoints. S i  le produit L = 
L 1 "" L2~ appartient fi [~%o]z~, il ex iste j  e (1 ..... h} tel que Lzj_ILz~ ~ ~.  
Ddmonstration. Soient G = (N, T, R, ¢, o~) un k -EDTOL-systbme 1.s.f.n. 
sans rbgles terminales, avee N = M × {1,..., k}, V = N ~ T, nt(o~) = A et 
une ~-subst i tu t ion  a telle que a(a) ~ {a}, Va ~ T et a(S(G)) = L. 
Si k = 1, soient T~ et 7'2 les deux alphabets disjoints tels que L~ _C T~*, 
Lz _C 7"2* et T = 7"1 ~3 7"2. On peut  supposer, sans nuire ~ la g6n6ralit6, que 
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e(X) 7 ~ ~ VX c N. Soit hi ,  i ~ {1, 2} l 'homomorphisme d6fini sur V par hi(a) = 
a, si a ~ T~ et h¢(a) = 1 si a ~ V1T~. Posons R~ = {h~(y)/y ~ S(G), e((B, 1) _C T~ 
avec B = nt(y)} et R e = {h2(y)/y ~ S(G), o((B, 1)) _C T* avec B= nt(y)}. I1 
est clair que R~ et R e sont des langages rationnels inclus respectivement dans 
L~ etL  2 . Prenons N'= {XEN/~(X) (~ T~*T2 + =/= ~ et e (X)~ TI+T ~ 7~ ~}. 
Alors, ylXy2 e S(G) implique Yl ~ T* et Y2 ~ T*. Pour X ~ N',  posons Rxl  = 
hl(S(G ) (5 T*XT*)  et Rx2 = h2(S(G) c~ T*XT*) .  Rxl  et Rx2 sont des Iangages 
rationnels qui v6rifient RXl~(X ) Rx2 C L1L 2 . En effet, prenons Yl ~ Rxi  , 
y~ ~ Rxe et xxx~ ~ e(X) avec xl ~ T* et x~ ~ T*. Comme yl ~ Rx i ,  il existe 
, t • • ~ t y~ ~ T* tel quey~Xy~ S(G) ce qui ~mphque y le(X)  y~ C LiL2, doncyxxixeye 
LxL~ et yixi  ~ Li . De la m6me fa~on on montre que x~y2 ~ L~ donc RxIe(X  ) Rx2 C_ 
LiLe pour tout X ~ N' .  I1 est alors facile de v6rifier que L~L2 = RiL e k) LiR2 
(~)x~x' Rx~rr(X) Rxe). Comme L~ et L~ appartiennent 5 2 (proposition VII I .  10) 
et que 2 est clos par union, LiL~ ~ 2 .  
Si k ~> 2, soient T'  et T" les alphabets disjoints tels que L'  = LiL2 C_ T'*, 
L" = L~ .." L~z~ C_ T"* et T' ~ T" = T. Consid6rons les syst~mes G'---- 
(N', T', R', ~', oJ) et G" = (N", T", R", ¢", w") avec N '  = M X {1}, ~o' = 
(A, 1), R'  = {d e R/VB e M, Yi e (2,. . ,  h}, (B, i) ¢(d) ~ (N u T")*}, N" = M × 
{2,..., k}, ~o" = (A, 2) "" (A, k), R" = {d e R/VB e M, (B, l) ¢ (d)e  (N w T')*}, 
VX ~ N' ,  Vd ~ R', X¢'(d) = h'(X¢(d)) et VX ~ N", Vd e R", X¢"(d) = h"(X¢(d)) 
h' et h" 6tant les homomorphismes d6finis sur V par h'(a) = a si a ~ V' = 
N '  w T', 1 sinon et h"(a) = a si a ~ V" = N" L) T' ,  1 sinon. D6finissons aussi 
les substitution a' sur V' e ta"  sur V" par VB e M, ~'((B, 1)) =- h' o cr((B, 1)) si 
~((B, i)) C_ T"*, Vi ~ {2,..., k}, ~ sinon et VB ~ M, Vi ~ {2,.., k}, ~"((B, i)) ~- 
h"o c~((B, i)) si e((B, 1)) _C T'*, ~ sinon. I1 est clair que L; = ~'(S(G')) appar- 
tient a [2 ]e ,  que L~' = (/'(S(G")) appartient 5 [2]e~_e et que L'L" = L~L" 
L'L~ ce qui implique, soit L~Le = L£ ~ [2 ]~,  soit L a - - ' L~ ---- L~ ~ [2]~_~.  
Le r6sultat s'obtient, alors, par induction. | 
En particulier, en prenant k = 1, on pr6cise la proposition VIII.10. 
COROLLAIRE VIII.14. Soient 2 un cdne rationnel dos par union, L 1 , L.2 des 
langages non rationnels ddfinis sur des alphabets disjoints. Alors L1L 2 E [2 ]  si et 
seulement siL1L 2 ~ 2 .  
Nous pouvons en d~duire que si L 1 et L~ sont des langages dffinis sur des 
alphabets disjoints tels que L 1 contienne un mot de longueur sup6rieure h 1 et 
L~ ~ Rat, alors s(L 1 , L~), la substitution marqu6e de L~ dans L 1 , appartient 
[2 ]  (off 24' est un c6ne rationnel clos par union) implique s(L1, L2) ~ 2 .  En effet, 
clairement, s(L1, L2) est rationnellement 6quivalent ~ L[L 2 o~ L[ est un langage 
non rationnel d6fini sur un alphabet disjoint de celui de L 2 . 
Le corollaire VII I .14 va aussi nous permettre d'obtenir deux autres nouveaux 
rfsultats. Soit DI* le langage de Dyck sur une lettre, c'est-5-dire la classe du mot 
vide dans la congruence ngendr6e par a l~ 1 = ~1al = 1. Dans Latteux (1977b), 
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il 6tait montr6 que le c6ne rationnel engendr6 par D~* ne contenait aucun 
langage 6gal au produit de deux langages non rationnels d6finis sur des alphabets 
disjoints. Lecorollaire pr6c6dent implique, alors: 
COROLLAIRE VIII.15. Soient L 1 et Ls deux langages ddfinis sur des alphabets 
disjoints. Si L1L ~ appartient au plus petit c6ne rationnel fermd par crochet contenant 
i)'1, alors L 1 ou L~ est un langage rationnel. 
La fermeture par crochet d'un c6ne rationnel .West obtenue en ins6rant des 
langages de L, "au milieu" d'un langage lin6aire. Donnons une condition 
n6cessaire t suffisante pour que [L~ a] soit 6gal ~ la famille obtenue en ins6rant, 
de fa~on quelconque, des langages de .W dans des langages lin6aires. Suivant 
Greibach (1972), pour deux familles de langages .Wet .W', nous poserons: 
.W'i.W = {s(L')/L' ~ .W' et s est une .w-insertion}, 
.W '  • .W = {L'IL 1 U " "  U L~L~/n >~ 1, L, ~ .W, L~ ~ .W', Vi ~ (1,..., n}}. 
COROLLAIRE VIII.16. Soit .W un cdne rationnel dos par union. Les deux 
propri~tds uivantes ont dquivalentes: 
i) [.W] = .win i .W, 
ii) £¢ = .W • .Win = .win • .W. 
Dimonstration. Supposons que [.W] = .win i .W. Posons L 0 = {wcwR/w 
{a, b}*} et L 1 = {w 1 dwecwe R dWlR/Wl, w~ ~ {a, b}*}. Pour tout langage non 
rationnel L de .W inclus dans T* avec T n {a, b, c, d} = ~,  le langage L' = 
i(L1, L) ~ .win i .W = [.W]. Comme .West un c6ne rationnel, L' c~ {a, b}* dT* 
{a, b, c, d}* e [.W] et LL o ~ .Wet  le corollaire VII I .14 implique LL  o ~ .W. Le 
langage L 0 est un g6n6rateur du c6ne rationnel .win, donc pour tout L 'e  .W, 
L"e  .win, il existe une transduction rationnelle z, un langage non rationnel 
L ~ ~¢ d6fini sur un alphabet disjoint de {a, b, c, d} tel que L'L" = "r(LLo) e .W. 
Comme .West clos par union, on en d6duit .W..Win C .W. On montrerait de la 
m6me fagon que .win. oW _C .W, ce qui implique .W = .win • .W = ~ • .win. 
R6ciproquement, pour montrer que [.W] = .win i .W, il suffit de montrer que 
pour tout L ~ ~,  L" = i(Lo, L) appartient ~ [.W]. Nous pouvons supposer que 
L_CT* avec Tc~{a,b,c} = ~.  Posons L~ =L"n{a ,b}*  T*{a,b,c}* et 
L~ = L" n {a, b, c}* T*{a, b}*. Le langage L~' = {wxwR/w e {a, b}*, x ~LLo} 
appartient h [.W] puisque LL o ~ .W • .win = .W. De m6me L~ e [.W] et .W" = 
l.;' u L~ ~ [.w]. ! 
Consid6rons de nouveau les op6rations unaires ( )~ et ( ( )k  d6finies 
la section VII.  Soit .W un c6ne rationnel. II est facile de v6rifier que, Vk e N+, 
[.W]~ est inclus dans ~LULT(k ) .  D'apr~s les propositions VII.5 et VII.13, 
nous avons pour tout Iangage L __C T* avec T n A = 25 des propri6t6s 6quiva- 
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lentes, c'est-~-dire Vk ~ N+, <L>~ ~ [~]~ implique <L>~ ~ .2 ~ et <<L>~+z 
[~o]e+~ implique <<L)e+~  ~o. Par contre ~ la place de la proposition VII.9, 
nous obtenons: 
PROPOSITION VIII.17. Soient ~f  un c6ne rationnel et L un langage inclus dam 
T* avec T n A = ~.  Alors, pour tout k ~ N+, <L>~ ~ [Aa]~+l si et seulement si 
L ~ [~]. 
Ddmonstration. Consid6rons, d'abord le cas off k = 2h' - -  1. Soient G : 
(N, T', R, ~, oJ) un k'-EDTOL-syst6me 1.s.f.n., r6duit sans r~gle terrninale 
avec N= M × {1,...,k'}, T ' :  TUA,  g :N<3 T', nt(m) : Aet  une 
.,VP-substitution a telle que (r(a) = {a}, Va e T'  et <L>k : a(S(G)). Si L @ Z,  
il est facile de voir qu'on peut toujours supposer a(X)  ~ ~,  VX  ~ N.  Notons 
H 1 ={B~M/S(G)  n al+(B , 1) a2V* ~ {}et  H 2 ={XeN/a(X)  ma lT ' *  V: 
et a(X) c~ T'*a2T'* ~ ~}. L 'homorphisme h est d6fini sur V par h(b) : 1 
si b E A, b sinon. I1 est clair que, pour tout B E/-/1, h o ~((B, 1)) CL  et que pour 
tout X e H 2 , h o ~(X) est un ]angage appartenant { oW et inclus dans L. Pour 
tout Be l l  1, consid6rons G B : (N ,  T ,R ,¢ ' , (B ,  l)) off ¢'  est d6fini par: 
VY ~ N t.) T, Vd ~ R, Y¢'(d) = h(Y,~(d)). Nous allons montrer que Lest  6gal 
L 1 U L 2 avec L 1 : Ux~n 2 h o a(X)  et L~ : O'~"l h o a(S(GB)). Pour montrer 
cette 6galit6, prenons x eL .  Pour tout n ~ N, y = alnxa2 n "'" a2k. ~ <L>k . Donc 
il existe z ~ S(G) avec B = nt(z) tel que a(z) = y. Distinguons deux cas: 
1) I1 existe j ~ {1,..., 2k'} tel que la~(Z ) = n. Si nous avons choisi n assez 
grand, tout a E R* v6rifiant we(a)= z se factorise en ~1~2 avec z 1 = 
q ~ ~' -~ ~ '  {1 ..... 2k'}, 0 < i~ < n. o~¢(a:~) = aa (C, l )  a "" a ,_ (C, k') a , od Vj 
On en d6duit que x appartient { h o ~(u~) off u 1 ----(C, 1)¢'(a2), donc x e 
h o a(S(G,) )  avec C e / /1 ,  ce qui implique x eL2.  
2) Dans le cas contraire, il est facile de montrer qu'i l existe j e {1 ..... k'} 
tel que (B, j )  ~ H~ et x ~ h o a((B, j ))  C_Li . 
Et, comme L I ~ [~,¢]~ et L~ ~ [~]~ : [~f], L = L 1 L) 52 ~ [~(P]. 
Si k est pair, un raisonnement analogue montre que L a [~5f] et comme, r6ci- 
proquement L ~ [c~] implique <L>~ a [~f]~+~, nous obtenons le r6sultat 
souhait6. I 
De mSme, on obtient: 
PROPOSITION VIII .18. Soient ~Lf un c6ne rationnel et L un langage inclus dans 
T* avec T n A : ~ .  Alors pour tout k ~ N+ , <<L>~  [£¢]~+~ si et seulement si
L ~ [~e]. 
Par contre, nous avons: 
PROPOSITION VIII .19. Soient ~Lf un c6ne rationnel dos par union et L un 
langage indus dam T'*  avec T'  n A = ~.  Alors pour tout h ~ N+, tel que 
E~+2 ¢ ~<4, <<L>~+~ e [~,4]~+~ si et seulement si L est un langage liudaire. 
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D~monstration. Soit ((L)2kq_ 1 ~ [~fi]2kq-2 avec E2k+2 ~ ~,f'. I1 existe, alors, un 
(k 4- 1)-EDTOL-syst~me l.s.f.n., r6duit sans r~gle terminale, G = (N, T, R, 
4, cu) avec N = M x {1,..., k 4- 1}, T = T'  u / I ,  V = N u T, nt(oJ) = A et 
une ~-substitution a telle que Va E T, a (a )= {a}, VXE N,  a (X)~ ;3 et 
+ a(S(G)) = ((L)2k+ l . Posons H = {X ~ N/a(X)  (~ al+a2+ T*aa + ... a~+2 :A 2Y}. 
Pour tout X e H, il existe p, q e 51 tels que L~ z al~g(a(X)) a~k+~ soit inclus 
dans E~k÷2, g 6tant l 'homomorphisme d6fini sur T par g(a) ~ a si a ~ A, 1 sinon. 
Pour tout X e N \H  et tout i ~ {1 ..... 2k 4- 2}, la~(X ) est constant, Vx E a(X). 
Donc il existe P0 ~ 51+ tel que, VX E N \H ,  Vi ~ {1,..., 2k 4- 2}, Vx E a(X), 
l~(x) ~ Po . Consid~rons, maintenant, le syst~me G' = (N',  T', R, ~5', ca') avec 
N '  ~ M × {1, 2}, V' ~ N ' t3  T', o/ ~ (A, 1)(A, 2) et 05 ¢' est d6finie de la 
mani~re suivante: 
Soit d~ R avec ntg(d) = B et Vi E {1,..., 2k + 2}, ((B, i))¢(d) = ui(C, i) v~ tels 
que ul, v~ @ A * et Vj ~ {3,.., 2k 4- 2}, u~v~ ,4 *. Posons ((B, 1)) ~'(d) = (C, 1) v 1 
pr p it ! i! s iv  1 ~ T'*, v~ si v~ = v~v~ avec v~ ~ a~ + et v~ ~ T'*. De m~me, posons ((B, 2)) 
t t i! ! i! 
¢'(d) = u~(C, 2) si u~ e T'*, u~ si u~ = u~u~ avec u~ ~ T'* et u~ ~aa+. Comme G' 
est libre ~ gauche et ~t droite, L(G') est un langage alg6brique lin6aire et il est 
clair que L(G') est inclus dans L. Supposons que L(G') ~ L. I1 existe, alors, 
x ~L1L(G' ). Pour tout n ~ 51, w = a~a~xaa . . . .  a~+~ ~ ~(S(G)), donc il existe 
y ~ S(G) avec nt(y) = B tel que w ~ a(y). Comme x ~L(G') ,  Vi ~ {1 ..... 2k 4- 2}, 
l~(y) est born6 et, si nous avons choisi n assez grand, il existej ~ {1 ..... 2k 4- 2} 
tel que (B, j )~  H ce qui implique a~a~ n ... a~+~ ~ L(B,~). Nous en d6duisons 
que E~e÷~\((JX~H L~) est un ensemble fini, donc E~÷~ ~ ~ga ce qui contredit 
l'hypoth~se. 
R6ciproquement, il est clair que pour tout langage alg6brique lin6aire L, 
((L)~+~ appartient ~ LIL(2k 4- 2 )= [Rat]~+~ donc, h fortiori, ( (L )~+,  a 
[L]~+~. I 
Remarquons que cette proposition implique que le lemme VIA1 ne se 
g6n6ralise pas quand on remplace Rat par un cSne rationnel quelconque, 
c'est-~-dire que, Vk ~ 51+, on peut trouver un langage L_C T* avec, T n 
{a, b, ~, b} = ~,  (L)~ ~ [~a]z~+~ et L 6 [~]~.  En effet, soit L'  un langage 
alg6brique non lin6aire, L'  C T'* avec T' n 2 ~ ~ et T' n {a, ~, b, b) = ~.  
Posons ~a ~ C~(L,), le plus petit c6ne rationnel contenant L', et L = ( (L ' )~_~ 
avec k ~ 2. I1 est facile de v6rifier que (L)~ ~ [~]~+~, par contre, comme 
Ez~ 6 ~ et L' ~ ~in ,  la proposition pr6c6dente implique L 6 [Sq2~. 
Pour tout c6ne rationnel S~, [~ca]z = [S~] est ferm6 par crochet. De m~me 
[~c~]. est ferm6 par crochet g6n6ralis6, c'est-~-dire que [~] .  ~ [[~L~].].. 
Nous avons aussi [~a]~ ferm6 par union donc [~]~ = [[~q~]~]~. Par contre, d~s 
que k est sup6rieur ~ 2, nous avons en g6n6ral [~]~ ~ [[~a]~]~. Ceci nous amine, 
alors, ~ d6finir pour tout k, t ~ 51+, le cSne rationnel [~a]~ au moyen des relations: 
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Nous poserons, aussi, [~o], -_ Ut>_.~ [~o]~. 
Les diff6rentes proprift6s que nous avons d6montr6es au cours de cette section, 
nous permettent d'fnoncer: 
PROPOSITION VIII.20. Soit ~ un cdne rationnel clos par union et strictement 
indus dans [5¢]. .  Alors il existe k o ~ IN+ tel que ~f = [~¢]% = [~q°]~* ° C [~¢]%+1 
et tel que, Vk > k o , on air: 
i) Vt e IN+, [2.0]~ C [~]~+~ si k > 2, 
ii) Vs, t ~ IN+, [-2*]* et [ ]k+s sont incomparables si k > 2, 
iii) Vt ~ IN+, [~]~-1 ~ [oWlS, 
iv) [d iL l  C [~¢]2. 
Dimonstration. Si ~ C [~.cp]., il existe p ~ IN+ tel que ~o C [£¢]~. Soit P0 
le plus petit entierp tel que .L¢ C [~¢]~. Comme ~o est clos par union, .2o = [~]1,  
. . . . .  = [~]~o ._ [~] .o  - [~]~+~.  donc k o Po 1 ~ IN+ et v6rifie ~cf [~a]% * C 
Prenons k supfr ieur/t  ko et montrons: 
i) Prenons L 1 et L~ deux langages de [SF]~. Comme k est sup6rieur ~ 2, 
it est facile de v6rifier quc L1L 2 ~ [[~]~]7~ = [~'W]~ +1. L'6galit6 entre [5¢]~ et 
[~¢]~c+J entra~ne, alors, [~o]~: est clos par produit et on obtient par induction en 
utilisant le corollaire VIII.7, [Se]~. = 5e- -~°~in ,  d'ofi la contradiction 
ii) Montrons d'abord que Vk /> ko, [~]k+l n'est pas inclus dans [~]~* .
En effet, supposons [*~¢]k+1 C [~#]~* et consid6rons un langage quelconqueL s S .  
Soit L'  la "recopie" de L sur un alphabet disjoint de A. Alors (L')~+I appartient 
L ~ [~]z,+~ et donc 5 [£¢]~* et il existe p ~ IN+, tel que ( )~+~ ¢ [~]~ En utilisant 
la proposition VII I .4, on obtient, alors, par induction (L')k+~ ~ £~ et donc 
(L)~+~  oW ce qui implique, d'apr&s la proposition VIII.2, ~ = [~L,F]e+l ce qui 
contredit le fait que ~ C [~]%+~ _C [oW]e+~. Donc [ c~]~+~ n'est pas inclus dans 
[~o]~ et fi fortiori Vs, t ~ IN+, [~o]~+~ nest  pas inclus dans [~]~ . 
RSciproquement, si k ~< 2, nous avons [~]*  = [~o]~ _C [2~]~+~. Par contre, 
si k est supfirieur 5 2, il est facile de v6rifier que [L]~* est ferm6 par produit. 
Prenons, alors, un langage L ~ [~]%\~oq~, L _C T* avec c ¢ T. Comme k > k 0 , 
L ~ [~L~°]~ C [~]2-  Donc Vp ~ IN+, (Lc)" e [~]~.  Supposons que [c¢], soit 
inclus dans [~¢]~+,, alors, en obtient, par induction, en utilisant le corollaire 
VII I .6, Vp ~ N+, (Lc) ~ ~ ~ et donc L ~ ~o, d'o5 la contradiction. 
iii) D'apr~s le ii), pour k > ko, il existe un langage L ~ [~o]~\[~]._~, 
donc L ~ [~]~\[~°]L_ ~ et nous avons bien [~¢]~_1 C [~]~.  
iv) Ce langage appartient aussi ~ * * 
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Remarquons que, m6me si k est supfrieur h k0, on peut avoir [~qo]t C [££]~; 
avec t' < t, En effet, Vk e N+, il est facile de v6rifier, par exemple, que [£0]~ 
est inclus dans [~.qo]z~, avec k' = k S. 
Nous allons terminer en considfrant les cas off 2 ~ = Rat, 5¢ = oWin et en 
comparant, alors, les familles de langages obtenues ~ la proposition pr&6dente: 
LEMME VIII.21. Soient 5f  et ~ '  deux cdnes rationnels et k un entier positif. 
Si [~qo]e~+~ n' est pas inclus clans la fermeture par crochet de [~.qo,]~+~, alors Vte  N, 
Ddmonstration. Si [Sf]~e+~ n'est pas inclus dans [Lf"] off ~"  ~ [~f']~+a, 
il existe dans [~q°]ze+~\[Lf"] un langage L C T* avec T (3 A = N. D'apr~s la 
proposition VIII.17, le langage L' ~ <L)ze appartient ~ [Lf]~e+~. Montrons que 
L' ~ [[~,qo,]~+x]. En effet, dans le cas contraire, comme 2h/> 2, on aurait, d'apr~s 
la proposition VII.5, L' e [~']~+~ [~o-]~+~. La proposition VII I .  17 implique, 
alors, L e [~qo,], d'ofi la contradiction. On en d~duit le rfsultat cherchfi par 
induction. | 
Nous pouvons, alors, 6noncer: 
PROI~OSITION VIII.22. Pour tout entier positif k, les propri~tds uivantes ont 
v#ifi&s: 
i) [Rat]e~ = [Lin]ze, 
ii) Vt a N+, [Lining+ 1~ [Rat]2k+l,~+l 
iii) a * [R t]~+~ = [L in ]~,  
iv) Vt ~ N+, [Lin]~ C [Rat]~+l C [Lin]~+~ C [Rat]~+~. 
D~monstration. i) Pour tout c6ne rationnel oW, il est facile de v6rifier que 
[[oW]]2~  [oW]2~, Vk e N+ et comme Lin = [Rat], on obtient [Lin]2 k --  [Rat]2 ~ 
et done, Vt e N+, [Lin]~ k ~ [Rat]~ k . 
ii) Comme Lin = [Rat] et k >~ 1, on a [Lin]2tk+ 1 = [[Rat]]~+lC 
t t ~+1 liRa ]2~+1]~+1 Montrons, que [Rat]~+ 1 n'est pas = [Rat]2k+ 1 , rnaintenant, 
inclus dans [[Lin]2~+l]. En effet, E2~+leL IL (2k+ 1)= [Rat]2~+l, donc 
L = E2~+lcE~+I ~ [Rat]~+ 1 . Par contre, si L ~ [[Lin]~7~+l], on a, d'apr+s le 
corollaire VII I .  14, L ~ [Lining+ 1et d 'apds la proposition VIII.5, E2~÷1 ~[Lin]2~. 
Mais comme [Lin]~ k = [Rat]~ = LIL(2h) et que E2~+1 est un LIL-langage de 
degr6 2k + 1, nous obtenons une contradiction. Pour obtenir le r6sultat il 
suffit, alors, d'utiliser le lemme pr6c6dent, avec Lf = [Rat]2k+ 1 et £~o, = Lin. 
(iii) Cette propri6t6 se d6duit imm6diatement dei) et ii). Remarquons que 
pour k = 0, nous avons Rat = [Rat]* C [Lin]* = Lin. 
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iv) Cornme Rat C [Rat]~ et L in  C [Lin]3 , la proposition VI I I .20 implique 
Vt, k~ ~+,  [Rat]2t~C [Rat]2tk+l et [Lin]~k+l~C [Lin]2k+ 2 . Nous avons, alors, 
d'apr~s la propri6t6 i), [Lin]~ C [Rat]~+l , Vk ~ 2. I1 nous reste, donc h rnontrer 
[Rat]~+m C [Lin]t~+x. Prenons le langage L ~ {a~b~/n ~ 0}. I1 est facile de 
montrer  que L'  ~ L zk+l appartient h [Lin]2k+ 1 . Par contre L '  6 [L IL(2k + 1)]. 
En  effet, cornme L'  est le produit  de deux langages non rationnels, le corollaire 
V I IL14 impl ique L '  ~ L IL(2k + 1), d'ofl la contradiction puisque L'  est un  
L IL-!angage de degr6 2k + 2. Nous pouvons, alors, appliquer le lemme pr6c6- 
dent avec ~ ~ L in  et ~ '  ~-~ Rat. II 
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